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III. Klasyczny rachunek zdan
Swiat funkcji prawdziwosciowych

Tto historyczne. Mysl, ze wnioskowanie, podstawowy przedmiot logiki, mozna uja¢ w formie
rachunku, pojawita si¢ w 17tym wieku u Thomasa Hobbesa. Jak ja zrealizowac, przemys$liwat Got-
tfried Wilhelm Leibniz (1646-1716), ktéry skonstruowawszy maszyn¢ arytmetyczna, snut potem
projekty logicznej. Byta to mysl otwierajaca przed logika nowy kierunek rozwoju. Jak nowy, Swiad-
czy fakt, ze w Owczesnej strukturze uniwersytetow, siggajacej Sredniowiecza, logika nalezata do
innego kursu studiow niz dyscypliny matematyczne, mianowicie do trzech (fac. trivium), obok gra-
matyki i retoryki, nauk o jezyku, podczas gdy cztery (quadrivium) éwczesne nauki matematyczne
byty traktowane jako kurs osobny 1 bardziej zaawansowany.

Zblizenie do matematyki nie wyrwato jednak logiki z grona nauk humanistycznych. Widac to
w tym, ze si¢ ja uprawia zarowno w instytutach filozoficznych jak 1 matematycznych. Inne partie
humanistyki, jak lingwistyka, ekonomia, socjologia czy psychologia, zaczetly si¢ tez z biegiem czasu
matematyzowac; logika wigc odegrata w tym procesie rolg awangardy. Z drugiej za$ strony, rozwdj
logiki w 20tym wieku pokazat, wbrew programowi z wieku 17go, jak niezbywalny jest w niej samej,
a takze w matematyce, 6w element intuicji, uchodzacy dotad za osobliwo$¢ umystu humanistycz-
nego.

Teoria, na ktérej wspiera si¢ dzi§ gmach logiki, zwana rachunkiem zdafn, nie byla obecna w
dziele Arystotelesa Analityki z potowy 4go wieku przed Chr., od ktérego datujemy rozwdj logiki.
Pierwsze idee przypominajace dzisiejszy rachunek zdan pojawity si¢ o wiek pdzniej w filozoficznej
szkole Stoikéw, a pod koniec Sredniowiecza zostaly wzigte na warsztat scholastykéw. Potem poszty
w zapomnienie, a od nowa zbudowat logike w postaci rachunkowej niemiecki matematyk Gottlob
Frege (1848—1925) w pracy [1879].

Frege, a takze Bertrand Russell (1872-1970) w Anglii 1 Giuseppe Peano (1858-1932) we
Wioszech, tworzyli logike z myS$la o dostarczeniu precyzyjnego jezyka matematyce. Stad, jej gra-
matyka odpowiada sktadni jezyka matematycznego. Z tego powodu, a takze dlatego, ze jest to pe-
wien rachunek, nowa teoria byta zrazu nazywana logikq matematycznq. Okazato si¢ jednak, ze jest
ona w swych zastosowaniach tak uniwersalna, iz nie wymaga odrézniania przymiotnikiem. Totez
odrézniamy przydawka raczej t¢ dawna, okreslajac ja nazwa logiki tradycyjnej; miano matematycz-
nej odnosimy dzi$ do tych dzialéw logiki, ktére w sposéb zmatematyzowany traktuja o strukturze i
wlasnos$ciach teorii matematycznych.

Pojawilo si¢ natomiast wewnatrz logiki odréznienie jej trzonu zwanego logika klasyczng lub
rachunkiem klasycznym od pewnych teorii alternatywnych, a wigc nie-klasycznych. Jedne z nich
braty si¢ z odmiennego spojrzenia na matematyke (logika zwana intuicjonistyczng), inne tworzono
z my$la o dostosowaniu do problematyki filozoficznej. Pionierem tego drugiego kierunku byt pol-
ski logik Jan Lukasiewicz (1878-1956), znany jako twoérca pierwszych logik wielowartoSciowych,
tzn. operujacych wigcej niz dwiema wartoSciami. Logika klasyczna jest dwuwartoSciowa w tym
sensie, ze traktuje kazde zdanie jako badZ prawdziwe badz falszywe; prawde zas i falsz nazywa sig
wartosciami logicznymi. Lukasiewicz uwazal, ze istnieja zdania ani prawdziwe ani falszywe, a
naleza do nich wypowiedzi o zdarzeniach przysztych. Gdy spojrzymy na logike jako na rachunek
wartoSci logicznych, rachunek klasyczny odznacza si¢ tym, ze operuje tylko dwiema wartoSciami.
Innym samoograniczeniem rachunku klasycznego jest pominigcie problematyki rozumowan zawie-
rajacych terminy modalne, to jest takie, jak ,jest konieczne, ze” czy ,,jest mozliwe, ze”. Metody
rozumowania za pomocag takich terminéw sa przedmiotem logiki modalnej; uzupetnia ona klasyczna
w sposob, ktory jest istotny z filozoficznego punktu widzenia.
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Pozytywne okreSlenie przedmiotu logiki klasycznej, czyli takie, ktére nie poprzestaje na wska-
zaniu ograniczen, jest zawarte w drugiej czesci tytutu. Obiektami badanymi w rachunku zdan sg
funkcje prawdziwosciowe. Sa to operacje na wartos$ciach logicznych, ktére w wyniku daja znowu
jakas$ warto$¢ logiczng: prawde lub falsz (nazywamy te funkcje prawdziwosciowymi, biorac nazwe
od jednej z wartosci). Charakterystyka tych operacji stuzy do tego, by rozpoznawac prawa logiki, a
dzigki temu odr6znia¢ wnioskowania poprawne od biednych.

Konstrukcja rozdzialu. Pierwsza cze$¢ omawia pojecie funkcji prawdziwosciowej, druga funk-
cje najblizsze jezykowi naturalnemu, tj. negacj¢ i koniunkcjg, a czgS¢ trzecia pozostate funkcje
potrzebne do analizy rozumowan w jezyku naturalnym. CzgS$¢ ostatnia dostarcza Srodkéw do takiej
analizy, ktérymi sg algorytm zerojedynkowy i pojecie wynikania logicznego.

1. Pojecie funkcji prawdziwosSciowej

1.1. Funkcje, czyli operacje, jako rodzaj relacji. Na kazdym kroku spotykamy si¢ z re-
lacjami, ktére nosza tez nazwe stosunkOw (terminy te sa uzywane zamiennie). Zauwazamy np.,
ze z dwoch ludzi jeden jest wyzszy od drugiego i tym samym mamy w polu widzenia stosu-
nek wigkszosci. Relacja jest orzekana o conajmniej dwéch przedmiotach, i wtedy nazywa sig
dwuczionowa, a w przypadku wigkszej liczby przedmiotéw jest tréjcztonowa, czwoérczionowa itd.
Gdy cos si¢ orzeka o jednym tylko przedmiocie, np. o Gawle, ze jest hulaka, to mozna by méwic€ o
relacji jednocztonowej, ale uzywa si¢ raczej terminu cecha lub wlasnos¢.

Wsrdd rodzajéw relacji zajmiemy si¢ dla potrzeb obecnych rozwazan odmiana, ktéra okresla
sie terminami relacja jednoznaczna lub funkcja.! Sa takie stosunki, zauwazmy, ze gdy po jednej
stronie stosunku moze by¢ wiele przedmiotéw, to po drugiej tylko jeden. I tak np. kazdy ma tylko
jedna matke (choc ta sama matka moze mie¢ wiele dzieci), stad relacja miec-matke nalezy do jedno-
znacznych. Gdy w kraju rzadzi jeden krol, jednoznaczna jest relacja by¢-poddanym-kroéla; nie jest
taka natomiast odwrotna do niej relacja kr6lowania (chyba, ze w jakim$ osobliwym Swiecie, gdzie
nie wolno mie¢ krélowi wigcej poddanych niz jednego).

Jeszcze przyktad z innej dziedziny. W dobrze funkcjonujacej maszynie, okre§lonemu posunigciu
operatora maszyny odpowiada jedno i tylko jej jedno zachowanie: gdy skrece kierownicg w prawo,
samochdd skreci na prawo, a nigdy nie skreci w lewo ani nie odméwi skretu; co wigcej, okreSlonemu
katowi przesunigcia kierownicy odpowiada (w danej maszynie) okreslony, taki a nie inny i zawsze
taki sam (w tych samych warunkach) skret k6t. Powiemy przeto, ze ustawienie kot jest funkcja
ustawienia kierownicy.

Pojecie funkcji podlegato ewolucji. W 1749 Leonard Euler okreslit funkcje jako wielkos¢ zmienngq, ktora
Jjest zalezna od innej wielkosci zmiennej. Oczywiscie, wielkoS$¢ skretu kot jest zalezna od wielko$ci skretu
kierownicy, a obie sa zmienne. To pojecie funkcji zaktada, ze cztonami danej relacji sa jakie§ mierzalne
wielkosci, czego nie byto w przykladach z matka i z kr6lem. Matematycy, ktérzy z koficem 19go wieku
nadali logice nowa posta¢ (jak G. Frege, B. Russell, G. Peano i in.) przetworzyli pojecie Eulera w
taki sposéb, ze nabrato ono wigkszej ogélnosci przez opuszczenie warunku, ktéry ograniczat funkcje do
wielkoSci mierzalnych; stad, mogtly si¢ znalez¢ w tej kategorii takie m.in. ,,ludzkie” stosunki, jak posia-
danie matki. Zachowata si¢ jednak w tym uogélnieniu istotna wtasnos¢, ze przyporzadkowanie jednego
obiektu (juz nie koniecznie wielkosci) innemu obiektowi jest jednoznaczne.

Cztonami relacji moga byc¢ tez pary, trojki etc. Na przyktad, decyzje na jakie$ dziatanie uzalezniamy
od jego uzytecznosci, a ta zalezy od (a) korzysci, ktdrej si¢ po nim spodziewamy oraz (b) wiedzy o
tych okolicznoSciach ewentualnego dziatania, od ktérych zaleza szanse powodzenia; jest to istotne,
bo nawet ztota géra ma niewielka wartos¢, gdy jej zdobycie jest wysoce watpliwe. Totez powiada
si¢ w matematycznej teorii decyzji (spokrewnionej 1 z logika i z pewnymi partiami ekonomii), ze
uzyteczno$¢ dziatania jest funkcja owych dwoch czynnikéw, tj. a oraz b. Nazywa si¢ ja funkcjq
uzytecznosci (ang. utility function).

1 Petlniejsze przedstawienie rodzajéw relacji znajduje si¢ dalej: zob. rozdz. piaty, odc. 2.2 i rozdz. szosty,
odc. 3.1.
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Typowym przyktadem funkcji sa dziatania arytmetyczne zachodzace w zbiorze, powiedzmy,
liczb catkowitych. Np. mnozenie przyporzadkowuje kazdej parze liczb doktadnie jedna liczbe. Totez
mnozenie zaliczamy do funkcji. Tak oto §wiat poddany prawom matematyki jest Swiatem catkowicie
obliczalnym, w ktérym nie moze si¢ zdarzy¢, zeby dwa razy dwa dawato czasem cztery, a czasem
pie¢. Nazywamy tez funkcje dzialaniami lub operacjami; zwlaszcza ten drugi termin czgsto jest
uzywany uzywany zamiennie z terminem ,,funkcja”.

1.2. Funkcje w zbiorze wartosci logicznych. Zeby przejs¢ do funkcji wiasciwych logice,
zacznijmy od prostego spostrzezenia, ze istnieja zdania prawdziwe i zdania falszywe. Prawdziwos¢
zdania oznaczamy symbolem ,,17, a fatszywos$¢ symbolem ,,0”.

Abstrakcyjne obiekty 11 0 tworza dwuelementowy zbiér wartosci logicznych. Na elementach
tych wykonujemy pewne operacje, co znaczy, ze zachodza migdzy nimi relacje z gatunku funkcji.
Aby je opisaé, trzeba jeszcze uzupehié jezyk stuzacy do méwienia o funkcjach. Oto nastgpne
pojecia.

Elementy tego zbioru, w ktérym znajduja si¢ obiekty jednoznacznie czemus przyporzadkowane
przez dang relacje F' nazywamy wartosciami funkcji F', za$ elementy pozostatego zbioru nazy-
wamy argumentami funkcji /. Na przyktad, operacja dzielenia przyporzadkowuje kazdej parze ze
zbioru liczb catkowitych (jesli pominiemy 0) doktadnie jedna liczbe ze zbioru utamkowych, przy
czym ta sama liczba utamkowa jest przyporzadkowana wielu (a nawet nieskonczenie wielu) parom
liczb catkowitych, np. utamek % jest przyporzadkowany parom 112,214, 316 itd. Wida¢ dobrze
na tym przyktadzie, ze przyporzadkowanie jednoznaczne nie musi zachodzi¢ w obie strony; gdy zas
zachodzi, méwimy wtedy o relacji wzajemnie jednoznacznej.

Zbiory, z ktorych jeden dostarcza argumentéw funkcji, a drugi jej wartosci, nie musza byc¢ rézne.
Moze si¢ zdarzy¢, ze i argumenty i wartoSci pochodza z doktadnie tego samego zbioru. Tak wiasnie
jest ze zbiorem ztozonym z 1 i 0; funkcje logiczne, o ktérych bgdzie tu mowa biora swe argumenty i
swe wartosci z tego jednego zbioru. Funkcje te s okreslane terminem prawdziwosciowe, poniewaz
dotycza prawdy lub jej zaprzeczenia (tzn. falszu), a wigc w ten lub inny sposéb maja do czynienia z
prawda.

Koniunkcja i negacja

2.1. Tabele dla negacji i koniunkcji. Systematyczny przeglad funkcji prawdziwoSciowych
odltozymy do nastepnego odcinka; tu za$ rozwazamy przyktadowo dwie z nich. Symbol funkcji
prawdziwosciowej nazywamy funktorem prawdziwosciowym.

Rozwazymy dwa funktory prawdziwosciowe, jeden zwany negacja lub przeczeniem drugi ko-
niunkcja. Oba sa obecne w jezyku polskim: negacja jako zwrot ,,nie jest prawda, ze” (lub jakis z
nim réwnoznaczny), koniunkcja zas jako spdjnik ,,i” (lub jaki§ z nim réwnoznaczny, np. ,,0oraz”).
Oto ich definicje.

Negacja ma tg wlasnos¢, ze kiedy jej funktorem poprzedzi si¢ zdanie prawdziwe, to przemienia on
je w zdanie falszywe, a gdy poprzedzi si¢ nim falszywe, to nastapi przemiana w prawdziwe.

Koniunkcja ma t¢ wtasnos¢, ze aby byta prawdziwa, oba zdania sktadowe potaczone jej funkto-
rem powinny by¢ prawdziwe. W kazdym innym przypadku, a wigc gdy falszywy jest jeden ze
sktadnikow lub oba, koniunkcja jest falszywa.

Definicje te dadza si¢ przejrzyscie zapisa¢ w tabelkach, w ktérych argumenty zdaniowe funkcji sa
reprezentowane literami p 1 ¢, symbolem zdania prawdziwego jest 1, falszywego 0, za$ funktorami
negacji 1 koniunkcji sa, odpowiednio, symbole ~ 1 A.

W tabelce TN, tj. dla negacji, pierwsza kolumna podaje warto$ci argumentu a druga wartoSci
funkcji (przy danej warto$ci argumentu). W tabelce T K, tj. dla koniunkcji, pierwsze dwie kolumny
podaja wartos$ci argumentéw, a trzecia wartosci funkcji.
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p | g | prq |
. 1|1 1
S 1 0 0
1 0 0| 1 0
™~ 2] 1 Tk L2109 0 ha

2.2. Negacja i koniunkcja a logika naturalna. Z powyzszych tabelek da si¢ wyprowadzi¢
wazna nauke w kwestii stosunku pomigdzy teorig logiczng oraz logika naturalna, to jest ta wrodzong
kazdemu z nas, a przejawiajaca si¢ w jezykach etnicznych, np. w polskim. Zamiast zwrotu w liczbie
mnogiej ,,jezyki etniczne” dogodnie bedzie postugiwac si¢ zwrotem ,.,jezyk naturalny”, rozumiejac
pod nim ogdt jezykow etnicznych.

Tabelki pokazuja naocznie, ze klasyczny (tj. z klasycznego rachunku zdan) funktor negacji ~,
jak 1 klasyczny funktor koniunkcji A, sa symbolami funkcyjnymi w doktadnie takim samym sensie,
jak sa nimi np. symbole dziatan arytmetycznych. To jest fakt niewatpliwy. Zeby wyciagnag z tabelek
zapowiedziang nauke, to procz tego faktu trzeba jeszcze uznac, ze zwrot ,,nie jest prawda, ze” oraz
spojnik ,,i” maja w pewnych zastosowaniach, to samo znaczenie, ktére przystuguje, odpowiednio,
logicznym funktorom negacji 1 koniunkcji. Jak widac, precyzyjne pojecia logiczne maja odpowied-
niki w mniej precyzyjnych, ale przydatnych praktycznie, pojeciach wrodzonych, ktore znajduja swoj
wyraz w jezyku naturalnym.

Trzeba tu zauwazy¢ wilasciwa jezykowi naturalnemu ekonomig¢ polegajaca na tym, ze to samo
co do ksztaltu wyrazenie ma czasem kilka znaczen, ktére dadza si¢ rozréznia¢ za sprawa kontek-
stu, czy to tekstowego czy sytuacyjnego (tj. okoliczno$ci spoza jezyka towarzyszacych tekstowi).
Dzigki temu stownik danego jezyka nie rozrasta si¢ ponad jakie§ niezbgdne minimum. Oto na
przyklad, gdyby przetozy¢ jednoznaczno$¢ nad ekonomiczno$é, to oprécz spdjnika ,,i” taczacego
zdania trzeba by mie¢ osobne stowo dla takich kontekstow jak ,Jas i Malgosia sa para”, z ktérych
tego ,,1” migdzynazwowego nie da si¢ wyeliminowac na rzecz konstrukcji spdjnikowej w rodzaju
,,Jas jest parg i Matgosia jest parg”. R6znych znaczen ,,i” jest jeszcze wigcej, tak wigc odpowiedZ na
postawione wyzej pytanie musi by¢ ograniczona do jednego ze znaczen. Pytanie zatem brzmi, czy
istnieja w jezyku naturalnym (egzemplifikowanym tu przez polski) takie konteksty, w ktérych zwrot
,nie jest prawda, ze” oraz spdjnik ,,i” odpowiadaja co do swej roli klasycznym funktorom negacji
i koniunkcji. OdpowiedzZ twierdzaca uzasadnia stosowanie klasycznego rachunku zdan do analizy i
oceny wnioskowan przeprowadzanych w jezyku naturalnym.

Zostato juz zasygnalizowane, ze ten sam (co do brzmienia) funktor jezyka naturalnego moze
mie¢ w danym jezyku wigcej niz jedno znaczenie. Z drugiej strony, nalezy zauwazy¢, ze to samo
znaczenie moze by¢ podktadane pod r6zne funktory. Oto przyktady. Ze stowkiem ,,i” rtOwnoznaczne
jest ,,oraz”, a w staropolskim mieliSmy jeszcze ,,tudziez”. Sens koniunkcji wystepuje jako sktadnik
w znaczeniu spdjnika ,,a” oprécz drugiego sktadnika znaczeniowego, ktéry stuzy jakiemus przeciw-
stawieniu. W zdaniu ,,Magda jest grzeczna a Jas niegrzeczny” (i) stwierdza si¢ wspétzachodzenie
dwdch faktow, a wigc wspotprawdziwos¢ opisujacych je zdan, do czego stuzy funktor koniunkcji,
a ponadto (ii) wyraza si¢ przekonanie, ze te fakty sa sobie jako$ przeciwstawne. Jesli takie zda-
nie wystapi w rozumowaniu, ktérego poprawnos¢ zechcemy oceni¢ w §wietle logiki, to weZmiemy
pod uwage jedynie sktadnik pierwszy, a drugi zignorujemy jako nieistotny z punktu widzenia po-
prawnosci wnioskowania.

Przyktadem na nieszkodliwos¢ takiego ignorowania w procesie analizy logicznej moze by¢ to,
ze zaréwno ze zdania o budowie p i g jak 1 ze zdania o budowie p a g wynikaja zdania o budowie
p, o budowie ¢, dalej g i p (przemienno$¢ cztonéw koniunkcji), i tak dalej, wedle tych samych
regut klasycznego rachunku. Sitéwko ,,a” ma swoje bliskoznaczniki, jak ,ale”, ,lecz”, ,jednak”,
,hatomiast”. Ten sktadnik znaczenia wyrazenia, ktéry pokrywa si¢ ze znaczeniem jakiego$ funktora
prawdziwosciowego bedziemy okreslac jako trzon prawdziwosciowy danego wyrazenia.

Takze negacj¢ wyrazamy po polsku na rézne sposoby. Mozna poprzedzi¢ zdanie zwrotem ,,nie
jest tak, ze”, zwrotem ,,nie ma miejsca fakt, ze” itp. Zwroty tego rodzaju brzmig nieraz sztucznie,
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totez dobra stylistyka wymaga ograniczenia ich zastosowan do okreSlonych sytuacji, na przyktad
gdy pada zarzut méwienia nieprawdy: ,,Nie jest tak, ze [domySlne ‘jak twierdzisz’] ty pamigtasz
o moich urodzinach”. Najprostszym i najczgstszym sposobem zaprzeczania wiasciwym jezykowi
naturalnemu jest poprzedzenie orzeczenia stowem (w przypadku polskiego) ,,nie”, jak w zdaniu ,, Ty
nie pamigtasz o moich urodzinach”. W jezyku polskim to ,,nie” przed orzeczeniem obowiazuje takze
wtedy, gdy nastapito zaprzeczenie podmiotu; takie dwie negacje nie likwidujg si¢ wzajemnie (jak
czynig w tacinie, angielskim, niemieckim i in.), stad powiedzenie ,,Nikt nie wota”, podczas gdy po
tacinie powiedziatoby si¢ ,,Nemo vocat”, a po angielsku ,,Nobody cries” (,,Nobody does not cry”
byloby btedem gramatycznym, bo negacja jest juz zawarta w ,,nobody”).

Podobne komentarze beda potrzebne w odniesieniu do innych funktoréw klasycznego rachunku
zdan oraz ich odpowiednikéw w jezyku naturalnym, dla ktérych bedziemy w kazdym przypadku po-
szukiwac ich trzonu prawdziwos$ciowego. Zajmiemy si¢ obecnie trzema innymi funkcjami sposréd
tych pigciu, ktére (razem z oméwionymi) wystepuja w wigkszosci ujeé klasycznego rachunku zdar.

3. Alternatywa, implikacja, rownowaznos¢

3.1. Alternatywa. Rozwazmy obecnie taka funkcj¢, ktéra przybiera warto$¢ prawdy, gdy przy-
najmniej jeden z jej argumentéw jest prawda, a wigc ma ona wartos$¢ falszu wtedy i tylko wtedy,
gdy oba argumenty sa falszem. Funkcja ta nazywa si¢ alternatywa. Charakteryzuje ja nastgpujaca
tabela.

p q | pVgq
1 1 1
1 0 1
0 1 1
TA 0 0 0

Zatozenie, ze zachodzi conajmniej jedno z dwojga, badZ p badz ¢ (takich cztonéw moze by¢ wigcej)
pojawia si¢ czesto we wnioskowaniach, na przyktad w eliminowaniu hipotez. Mianowicie, gdy dys-
ponujemy zbiorem hipotez, o ktérym wiemy, ze przynajmniej jedna z hipotez musi by¢ prawdziwa,
nie wiemy jednak ktéra, to wyjSciowa przestanka wnioskowania jest alternatywa owych hipotez.
Potem, jak to czyni np. detektyw w toku Sledztwa, eliminujemy poszczegdlne cztony jako sprzeczne
z poznanymi w migdzyczasie faktami, 1 wtedy ostatni, ktéry pozostal zastuguje na uznanie go za
prawdg.

Wystepujacy w tym rozumowaniu zwrot ,,przynajmniej jedno z”” dobrze oddaje tres¢ przestanki,
ale jest na tyle niewygodny, ze warto znaleZ¢ krétsze stowo o charakterze spdjnika, ktory by taczyt
argumenty alternatywy w jedno zdanie. W jezyku polskim stosunkowo dobrze nadaje si¢ do tej
roli spdjnik ,,lub”. Nie bedzie tu doskonalej odpowiedniosci, poniewaz typowe w polskim uzycie
,lub” stuzy tez do wyrazenia, ze méwiacy nie wie, ktéry z cztonéw jest prawdziwy; wie tylko, ze
przynajmniej jeden. Tego sktadnika znaczeniowego nie ma w funktorze prawdziwosciowym V. Ale
skoro poprawnos¢ wnioskowan zawierajacych ,,lub” nie zalezy od tego, co przy ich okazji wyraza
si¢ o stanie wlasnej wiedzy, nie ma przeszkody by z logicznego punktu widzenia interpretowacd ,,lub”
jako funktor alternatywy.

Trafno$¢ tej interpretacji potwierdza sig, gdy weZmie si¢ pod uwage stosunek zdania alternatyw-
nego do rownowaznego mu zdania zapisanego za pomoca koniunkcji z negacja. Okazuje si¢, gdy
siggniemy do odpowiednich tabelek, ze formuta:

3.1).1 pVyg
przybiera dla kazdego z podstawien za p 1 g t¢ sama warto$¢, co formuta:
3.1).2 ~(~pA ~q).



6 Klasyczny rachunek logiczny

Znaczy to, ze t¢ sama treS¢ mozna wypowiedzie¢ za pomocg zdania w formie 1 i za pomoca zdania
w formie 2, o ile w miejscach p 1 g znajda si¢ te same zdania sktadowe.

Po to, by po przejsciu do poréwnan z jezykiem polskim mie¢ do czynienia z formula prostsza
niz 2, przeksztat¢my obie w ten sposob, ze kazda z nich zanegujemy. Jesli bowiem obie wyrazaja
to samo, to zaprzeczenie jednej wyraza to samo, co zaprzeczenie drugiej; mozemy wigc rownie
dobrze dokonywac¢ poréwnan z jezykiem polskim, biorac pod uwage owe zaprzeczenia. Poniewaz
wyrazenie 2 stanowi negacje formulty ~ p A ~ g, to po jeszcze jednym zanegowaniu, otrzymamy z 2
znéw te formute (zgodnie z prawem podwdjnego przeczenia). Mamy wigc do poréwnania formuty:

(3.1).3 ~(pVyq)
(3.1).4 ~pA ~q.

Aby dostrzec, ze sa one zamienne, czyli rOwnowazne, wstuchajmy si¢ w nastgpujacy dialog. Ktos
zadaje pytanie, gdzie studiowata pani Margaret Thatcher, na co odpowiadaja, kazda inaczej, dwie
osoby: A1 B.

Studiowata w Londynie lub w Edynburgu.

Nieprawda.

Skad wiesz?

Bo sprawdzilem, ze nie studiowata w Londynie i nie studiowata w Edynburgu.
Jesli tak, to istotnie, pomylitem sig.

> > we

Osoby dialogu sa tu postuszne prawu logiki, ktére funkcjonuje — jak wida¢ — takze w jezyku
naturalnym, mianowicie prawu, ze koniunkcja zaprzeczen dwoch zdan da si¢ zastapic alternatywa
tychze zdan. Mianowicie:

(3.1).5 ~ (p V q) mozna zastapiC przez (~ p A ~ q).
Zachodzi takze zwigzek w pewien sposéb symetryczny wzgledem powyzszego, mianowicie:
(3.1).6 ~ (p A q) mozna zastapié przez (~ pV ~ q).

Zdania 5 1 6, gdy si¢ je zapisze w petni symbolicznie, tj. wyrazi sie zastgpowalno$¢ symbolem <,
o ktérym mowa dalej, w 3.2),[B nazywaja si¢ prawami de Morgana dla logiki zdan (od nazwiska
angielskiego logika z 19go wieku; analogiczne prawa wystepuja w logice predykatow 1 w teorii
zbiorow). Pokazuja one, ze sens funktora alternatywy z rachunku zdan pokrywa si¢, w zastosowa-
niue do wnioskowan, z sensem spdjnika ,,lub” w polszczyZnie. Jesli bowiem zgodziliSmy si¢ (o
czym byta mowa w 2.2), ze funktory negacji i koniunkcji pokrywaja si¢ znaczeniem, odpowiednio,
ze zwrotem przeczacym ,,nieprawda, ze” 1 spojnikiem ,,i”, a teraz okazuje si¢, ze za pomoca negacji
z koniunkcja mozna wyrazi¢ zaréwno alternatywe rachunku zdan (tj. formute z V), jak i alternatywe
jezyka polskiego (z ,,lub”), to spdjnik ,,Jub” stanowi adekwatny logicznie przektad funktora V.

3.2. Implikacja i rownowaznos$¢. Podobnie jak w poprzednim odcinku postapiliSmy z alterna-
tywa, postapimy obecnie z kolejng funkcja rachunku zdan, ktéra nosi nazwe implikacji. Mianowi-
cie, znajdziemy rownowazng implikacji formutg skonstruowang z negacji i koniunkcji, a nastgpnie
pokazemy, ze ta rownowaznoS¢ zachodzi tez dla odpowiednich konstrukeji w jezyku polskim.

Implikacja jest to funkcja prawdziwosSciowa, ktora przybiera wartos¢ 0 wtedy i tylko wtedy, gdy
jej pierwszy argument ma wartoS¢ 1, a drugi warto$¢ 0; w kazdym innym przypadku implikacja ma
warto$¢ 1. Przedstawia to nastgpujaca tabelka.

p q P =4
1 1 1
1 0 0
0 1 1
TT 0 0 1
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Poréwnajmy ja z tabelka T I *, ktora podaje wyniki obliczenia, jakie wartoSci przybiera funkcja
~ (p A ~ q) dla kolejnych podstawieri.

p q ~ (pA ~ q)

1 1 1

1 0 0

0 1 1
TIx* 0 0 1

Tabelki te maja identyczng zawartos$¢, co znaczy, ze charakteryzowane przez nie funkcje sa iden-
tyczne, a réznia sie jedynie sposobem wystowienia.> Réznica w sposobie wystowienia polega na
tym, ze co wyraza si¢ w jednej strzatka implikacji, w drugiej wyraza si¢ za pomoca pewnego uktadu
funktoréw koniunkcji 1 negacji.

Podobnie, jak w przypadku alternatywy, powstaje pytanie, czy analogiczna odpowiednio$¢ w
jezyku polskim zachodzi dla tego spdjnika, ktéry wybierzemy jako odpowiednik funktora implikacji.
Do roli tej, jak zobaczymy, nadaje si¢ spéjnik stuzacy do budowy zdan warunkowych, mianowicie:

jesli p to g.

Zamiennie z nim mozna uzywac Zwrotow:

gdyp,tog

zawsze, gdy p, to g

oile p, to g

to, ze p pociaga to, ze g
i tym podobnych.

Istotnie, fatwo tu o przyktady potocznych polskich odpowiednikéw tej réwnowaznosci, ktéra
zachodzi migdzy funkcja p = ¢ z tabelki T I a funkcja ~ (pA ~ q) z tabelki T I *. Mozna
znaleZ¢ sporo takich, ktére dobrze wpadaja w ucho jako obiegowe przystowia. Nie ma rozy bez
kolcéw podpada pod koniunkcyjna forme T I *, a nikt nie ma watpliwosci, ze znaczy dokladnie
to samo, co powiedzenie w formie implikacyjnej jesli jest roza, to sq (w niej) kolce. Podobnie
zachowuje si¢ fraza nie ma dymu bez ognia.

Ten stosunek zachodzacy migdzy forma implikacyjng a forma negacyjno-koniunkcyjna dostarcza
metody obalania twierdzen majacych forme zdania warunkowego czyli implikacji. Aby zaprzeczy¢
pogladowi ktéra krowa duzo ryczy, mato mleka daje (tzn., jesli ryczy, to daje mato mleka), trzeba
pokazaé krowe, ktéra duzo ryczy, ale daje tez duzo mleka. Inny przyktad. Pewien ostrozny kupiec
kieruje si¢ SciSle zasada, by nie zaciaggaé kredytow, a uzasadnia to pogladem, ze branie kredytow
niechybnie pociaga bankructwo. Co, oczywiscie, réwnoznaczne jest z twierdzeniem, ze kto zaciaga
kredyty, ten bankrutuje. Jak go przekonaé, ze nie jest to prawda? Trzeba wskazaé na przypadki, w
ktérych wzieto kredyt, a nie nastapito bankructwo.?

Jest jeszcze jeden, wazny dla analizy rozumowarn, sposéb formutowania zdania warunkowego.
Zgodnie z przydawka, zdanie takie mowi o tym, jak pewien stan rzeczy warunkuje inny. Aby to za-
dawalajaco opisa¢, nazwijmy pierwszy czton implikacji jej poprzednikiem, a drugi nastepnikiem.
Kazdy z tych cztonéw méwi co§ o warunkowaniu drugiego, w kazdym jednak przypadku chodzi o
inny rodzaj warunku (warunkowane sa, wlasciwie, stany rzeczy, ktérych dotycza te zdania, ale dla
skrétu méwimy o warunkowaniu poprzednika przez nastgpnik i nastgpnika przez poprzednik).

Oto zasada okreSlajaca 6w stosunek. Poprzednik wyraza warunek dostateczny (zwany tez
wystarczajqcym) wzgledem nastgpnika, zas nastgpnik wyraza warunek konieczny (zwany tez

2 Analogiczny sposéb poréwnywania tabelek mozna bylo zastosowaé w poprzednim odcinku, dotyczacym
alternatywy.

3 Struktura zdan podawanych wyzej jako przyktady cechuje si¢ nie tylko tym, ze sa to (jawnie lub domysSInie)
zdania warunkowe, ale takze tym, ze sa to zdania ogdlne.
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niezbednym) wzglgdem poprzednika. Na przyktad, implikacja kazda osoba prawna ma zdolnosé
do czynnosci prawnych (inaczej: ,,zawsze jeSli jest si¢ osobg prawna, to ma si¢ zdolno$¢ ...” itd.)
stwierdza, ze wystarczy, czyli jest warunkiem dostatecznym, by¢ osoba prawna, by mie¢ wymie-
niong zdolno$¢. Nie jest to natomiast konieczne, bo t¢ sama zdolno$¢ maja niektére osoby fizyczne.
Z drugiej strony, dla osoby prawnej niezbgdne jest posiadanie owej zdolnosci, bo bez niej nie bytaby
ona osoba prawna; jest wiec cecha ta warunkiem koniecznym.*

To, ze stan rzeczy A jest warunkiem wystarczajacym dla B, mozna wyrazi¢ (dobitniej niz przez
,jesli”’) za pomoca spdjnika ,,zawsze wtedy, gdy”, powiadajac zawsze wtedy, gdy A, to B. To zas,
ze B jest warunkiem koniecznym dla A, mozna wyrazi¢ za pomoca spdjnika ,,tylko wtedy, gdy”,
powiadajac B tylko wtedy, gdy A. Na przyktad, gdy si¢ méwi ,,nie ma dymu bez ognia”, chce si¢
powiedzieé, ze dla dymu konieczny jest ogiefi, czyli ze dym jest tylko wtedy gdy ogien; to zas$ jest
jednym ze sposobéw wyrazenia implikacji ,,jesli jest dym, to jest (tamze) ogien”, czyli, ,,zawsze
wtedy gdy jest dym, to jest ogiefi”.

Gdy teraz potaczymy oba te spéjniki w jeden ztozony, powiadajac A zawsze wtedy i tylko wtedy,
gdy B lub krécej (opuszczajac ,,zawsze” jako domyslne)

A wtedy i tylko wtedy, gdy B,

to stwierdzamy, ze A jest warunkiem koniecznym i zarazem wystarczajacym dla B, co oczywiscie
pociaga za soba, ze i B jest takim podwdjnym warunkiem dla A. Zachodzi tu wigc koniunkcja dwéch
implikacji tym si¢ roznigcych, ze zdanie bedace w jednej poprzednikiem w drugiej jest nastgpnikiem
1 odwrotnie.

Ta funkcja prawdziwoSciowa jest okreslana jako obustronna implikacja czyli rownowaznosc.
Oznaczamy ja symbolem < ktéry swym ksztalttem wskazuje na zachodzenie implikacji w obu
kierunkach.

Nim zajmiemy si¢ systematycznie, w rozdziale VI, zagadnieniami definicji, jest tu stosowne
miejsce na antycypowanie punktu dotyczacego zastosowania naszego symbolu < w definicjach.
W zaleznoSci od kategorii sktadniowej (por. II.1.1) wyrazenia definiowanego, definicja ma badz
posta¢ zdania, w ktérym symbol réwnosci (lub wyrazenie o podobnej funkcji) taczy dwie nazwy,
badZ posta¢ zdania, w ktérym symbol réwnowaznosci taczy dwa zdania.

Przyktad pierwszej postaci: 1=g4¢ nast(0) (jednos¢ definiujemy jako nastepnik zera);

Przyktad drugiej postaci: (z = y — 2) <4 (y = = + z) (definicja odejmowania za pomoca

symbolu dodawania).

Nastepujacy po symbolu réwnosci lub rownowaznosci indeks ,,df”” wskazuje, ze dane zdanie petni
rolg definicji. Bywa, ze mamy dwa zdania o tym samym ksztalcie, lecz tym si¢ rézniace, ze jedno
z nich jest w pewnej teorii definicja, a drugie, w innej teorii, funkcji tej nie pelni. Ze wzgledu na
identycznoS$¢ ksztattu tatwo jest je pomylié, za co ptaci si¢ pogmatwaniem dalszego ciagu mysli.
Mozna jednak tej szkodzie zapobiec, jesli 6w szczegdlny przypadek réwnowaznosci, jakim jest
réwnowazno$¢ definicyjna, odréznimy od przypadku ogdlnego za pomoca owego indeksu. Analo-
gicznie odrézniamy dwie wersje symbolu réwnoSci.

Symbol réwnowaznosci nie jest konieczny, bo cokolwiek wyrazamy za jego pomoca, mozemy
réwnie dobrze wyrazi¢ postugujac si¢ koniunkcja odpowiednich implikacji. Tak, na przyktad, zda-
nie: , grzmi < btyska” jest rbwnoznaczne ze zdaniem ,,(grzmi = btyska N (blyska = grzmi)”.
Te zamiennos$¢ rownowaznosci na koniunkcje dwdéch implikacji stwierdza nastgpujaca definicja:

(p & q)ea (=9 N (¢=D)).

Funktor réwnowaznosci jest wysoce przydatny, cho¢ dysponujac implikacja i koniunkcja mozemy
si¢ bezen obejs¢, bo nie tylko skraca on napisy, ale czyni je tez przejrzystszymi.

4 Relacji migdzy warunkami koniecznym i dostatecznym nie nalezy myli¢ ze stosunkiem przyczynowym,
ktore jest o tyle bogatszy, ze zawiera odniesienie do czasu, do pewnych zaleznoSci fizycznych itp. Totez nie ma
w tym nic osobliwego, ze czasem warunek dostateczny nastgpuje czasowo po koniecznym; np. jest konieczne
mieé maturg, by zostaé przyjetym na studia wyzsze, a wigc wystarcza by¢ studentem, by posiadaé¢ mature.
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Fatwo pokazal, ze zdefiniowanie rownowaznosci jako koniunkcji dwu implikacji pociaga za
soba charakterystyke rownowaznosci przez nastgpujaca tabelke.

p q P <= q
1 1 1
1 0 0
0 1 0
TR 0 0 1

3.3. Algebraiczne podstawy rachunku zdan. Funkcja prawdziwo$ciowa — przypomnijmy
— jest to funkcja, ktérej wartosci, jak i argumenty czerpane sa z dwuelementowego zbioru
wartosci logicznych. Kazda z poznanych dotychczas funkcji w swoisty, sobie wiasciwy sposob,
przyporzadkowuje wartoSciom argumentéw wartosci funkcji, np. réwnowazno$¢ argumentom o
wartoSciach 11 1 przyporzadkowuje warto$¢ 1, argumentom o wartoSciach 01 1 warto$¢ 0, itd.

Skad bierzemy nasz repertuar funkcji prawdziwoSciowych? Czy jest to przypadek, ze braliSmy
ich dotad pod uwage pieé, czy jest w tym jakas§ metoda? Zeby wyjasnié metode prowadzaca do
wyboru naszych funkcji prawdziwosciowych, trzeba odwotaé si¢ do waznego rozdziatu z dziejow
nauki, jakim bylo powstanie algebry abstrakcyjnej. Poczatki algebry siggaja 16go i 17go wieku
(wielkie zastugi dla jej rozwoju potozyt Kartezjusz), ale jej postaC abstrakcyjna, SciSle zwigzana
z powstaniem wspoétczesnej logiki, uksztattowala si¢ w wieku 19tym. AbstrakcyjnosS¢ jej polega
na tym, ze operacje (inaczej, funkcje) algebraiczne nie sa ograniczone do liczb (jak to czyniono
we wczesniejszej algebrze), lecz sa definiowane dla obiektow dowolnego rodzaju; o tych obiektach
wiemy tylko tyle, ile zostato podane w definicjach operacji; sa to, mianowicie, te i tylko te przed-
mioty, na ktérych owe operacje daja si¢ wykonac. W zaleznosci od tego, jak zdefiniujemy operacje,
czyli jakie przypiszemy im wtasnoSci, powstaja rézne teorie algebraiczne.

Jedna z takich teorii znajduje si¢ u podstaw rachunku zdan. Nazywa si¢ ona algebra Boole’a od
jej tworcy, ktérym byl matematyk brytyjski George Boole (1815-1864). Przyjmuje si¢ w niej, ze
zbi6r przedmiotéw, na ktérych wykonalme sg operacje jest dwuelementowy, niczego nie zaktadajac
(zgodnie z abstrakcyjng natura algebry) o tym, co to sa za przedmioty. Jako operacje wykonalne na
jej elementach przyjmuje sig takie, ktére odpowiadaja przedstawionym wyzej tabelom TN, TK
i TA, ale — pamietajmy — na tym wyjSciowym etapie, nie s3 to tabele méwiace o wartoSciach
logicznych i dzialaniach na tych warto$ciach.”

Tak wigc, dwuelementowy zbidr i trzy wymienione operacje charakteryzuja jednoznacznie al-
gebre Boole’a, stad nazywa sig je operacjami boolowskimi.® Latwo zauwazyé, ze tego rodzaju ope-
racji da si¢ zdefiniowaC wigcej. Np. wsrdd operacji jednoargumentowych mozna sobie wyobrazié
jeszcze taka, ktéra zachowuje ten sam obiekt, czyli 1 przeksztatca w 1, zas O w 0. Ile jest wszyst-
kich funkcji, mozna obliczy¢ kombinujac wszystkie mozliwe zestawienia zer i jedynek. Wynik tych
operacji kombinatorycznych podaja ponizsze tabele: T 1 dla funkcji jednoargumentowych, a T 2
dla funkcji dwuargumentowych.

X A B
1 1 0

T1 0 1 0

5 Qdniesienie do wartosci logicznych zachodzi dopiero na etapie zastosowa, od ktérego de facto zaczelismy
nasze rozwazania, ale ktory de iure (czyli z racji powinnoS$ci) jest pdZniejszy w porzadku teoretycznym.

6 Zrobity one karier¢ nie tylko w logice, lecz takze w informatyce, gdzie znajduja zastosowanie zaréwno w
projektowaniu uktadéw w sieciach elektrycznych, jak i strukturze jezykéw programowania.
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Liczba wszystkich mozliwych funktoréw dwu argumentowych przy dwu wartoSciach funkcji wynosi
16. Ponizsza tabela— T 2 — nie tylko podaje ten wynik, ale pozwala tez przesledzi¢ metode, ktdra
do niego prowadzi.

xy | 1[213]4(|5]6|7 |8 |9|10|11]12]13|14[15|16
rrjry1rjry1jry1y1414{04,0{010{0J0]071]0
t1ojry1jry1{0/0j0(0 |1y 1{1y1{0}0}071]0
otry1j1{0(0f1|1{0j0j1{1yo0y0|171J707]O0
oofrjojrjofrjoj1rjojrfofryoj1y0j]17]o0

W tym punkcie wida¢ swobodg, jaka mamy przy tworzeniu systemu logicznego. Po pierwsze, nada-
jemy nic nie méwiacym symbolom taka lub inng interpretacj¢. Dla celéw np. techniki elektronicznej
oraz informatyki interpretuje si¢ funkcje opisane w powyzszych tabelach jako schematy potaczen
sieciowych, dla celéw neurofizjologii jako schematy w sieciach nerwowych, a dla celéw klasycz-
nego rachunku zdan — jako funkcje do obliczania wartosci logicznych zdan ztozonych. Widac z
tego, dzigki czemu rozwazana obecnie teoria zastuguje na miano rachunku zdan (dlaczego nazywa
si¢ rachunkiem klasycznym, byta mowa w odcinku ,,Tto historyczne™).”

Jesli nawet nie kazda z dwudziestu powyzszych funkcji moze by¢ wykorzystana w naszym ra-
chunku (sg takie, ktérym trudno nada¢ intuicyjne znaczenie), to niektére z nich na pewno si¢ do
tego nadaja, a jest ich wigcej niz to uwzgledniono w obecnych rozwazaniach. Na przyktad, funkcja
scharakteryzowana w kolumnie 15 odpowiada spéjnikowi ,,ani ... ani ..” 1 moglaby si¢ przydac
do zdefiniowania koniunkcji 1 negacji, poniewaz obie w sobie zawiera. Istotnie, sa systemy (np.
W. V. O. Quine’a), ktére postuguja si¢ tym funktorem (a raczej jego symbolicznym odpowiedni-
kiem), poniewaz sa po temu pewne racje teoretyczne. Jesli natomiast tworzy si¢ system logiki
bardziej dla celéw praktycznych niz teoretycznych, nalezy wybraé te funkcje, ktére najczesciej si¢
pojawiaja w rozumowaniach, o ile tylko inne dadza si¢, w razie potrzeby, zdefiniowac za ich pomoca.

W przyjetym tu zestawie pigciu funkcji, najbardziej dla naszych celéw praktycznym, sa takie
pary, ze za ich pomoca mozna zdefiniowac pozostate. Byto juz pokazane, jak przez koniunkcje
z negacja mozna wyrazi¢ alternatywe i jak implikacje; z kolei, rtéwnowazno$¢ da si¢ zdefiniowad
przez koniunkcje z implikacja. Mozna pokazac, ze koniunkcja z negacja wystarczaja do zdefinio-
wania nie tylko tych wybranych tu funkcji, ale takze i pozostatych wyliczonych w T 2. Te sama
zdolno$é maja pary (z naszego zestawu): alternatywa z negacja oraz implikacja z negacja; mozna
np. zdefiniowaé za pomoca kazdej z nich koniunkcj¢, mozna zdefiniowac implikacj¢ za pomoca
alternatywy z negacja, itd. Sa to zwiazki, ktére rzucaja Swiatto na sens odpowiadajacych danym
funktorom spdjnikéw jezyka naturalnego.

4. Skad niezawodnos¢ wnioskowania?

4.1. Algorytm zerojedynkowy dla praw logiki. Pojecie algorytmu, choé¢ etymologia sigga
arabskiego Sredniowiecza, objawito swa doniosto$¢ dzigki wspodtczesnej logice. Jej historycznym
osiagnigciem jest udowodnienie, ze nie wszystkie zagadnienia sg rozstrzygalne, nawet gdy idzie o
zagadnienia matematyczne; tym bardziej nalezy to odnie$¢ do probleméw nauk empirycznych, a
w szczegllnosci humanistyki. Mowimy o jakim$ zagadnieniu, ze jest nierozstrzygalne, gdy nie
istnieje dlan metoda rozwigzania zwana algorytmem.

Algorytm jest to zbiér przepisow okreslajacych porzadek dziatan, ktére nalezy wykonaé, by
rozwigza¢ zadanie z okreSlonej klasy problemdéw. Algorytm ustala precyzyjnie obiekty, na ktérych
maja by¢ wykonywane dziatania oraz okresla wyniki tych dziatan; wyniki te sa przyporzadkowane

7 Widaé tez, na czym polega abstrakcyjny charakter algebry, ktéra niczego nie przesadzajac o treSci operacji,
umozliwia przez to réznorodne interpretacje i zastosowania.
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jednoznacznie do obiektéw dziatania czyli jego argumentéw, mamy tu wigc do czynienia z funk-
cjami.

Autorzy probujacy uprzystepnié to pojecie zwykli wskazywac na przepisy kulinarne jako na
przyktady algorytmoéw. Istotnie, niektére wskazoéwki, gdy sa ujete iloSciowo (przygotowac 1 kg.
wegorza, jedng cytryng itd.) lub gdy wymieniajq bardzo konkretne czynnosci (zdjac skérg, pokrajaé
na kawatki 6-8cm.), przypominaja algorytmy obiektywnoScia i precyzja opisu. Ale gdy przepis
konczy si¢ zaleceniem ,,doda¢ soli i pieprzu do smaku” to mamy tu typowy przypadek problemu,
ktéry nie jest podatny na obiektywne rozstrzygnigcie (zreszta, sztuka kulinarna nie bytaby sztuka,
gdyby wszystko zalatwiatly w niej algorytmy). Rozwiazanie otrzymane na drodze intuicyjnej, np.
owego smaku, moze by¢ trafne (co pokazuje si¢ nieraz po wyniku), ale pozadane jest, by tam gdzie
to mozliwe dysponowac jakim§ algorytmem. Eliminuje to bowiem ryzyko blgedu i zarazem odcigza
sity twércze, ktére mozna wtedy lepiej skoncentrowaé na wymagajacym tego odcinku. Dobrze jest
wigc, gdy w jakims postgpowaniu, na tyle skomplikowanym, ze nie obejdzie si¢ bez pomystowosci
czy intuicji, pewne partie moga by¢ wykonane na podstawie algorytmoéw. Tak wiasnie jest ze sztuka
kulinarng. I tak ze sztuka rozumowania. Gdy idzie o t¢ druga, zajmiemy si¢ obecnie jej czgScia
algorytmiczna.

Algorytm zwany zerojedynkowym bierze t¢ nazwe od obiektéw, na ktérych jest wykonywany,
owych zer i jedynek z tabel prawdziwosciowych. Klasa probleméw, do ktérych rozwigzywania
zostal stworzony wyraza si¢ pytaniem: czy dana formuta rachunku zdan jest prawem logiki? By¢
prawem logicznym rachunku zdan — to by¢ taka formula zbudowana ze zmiennych zdaniowych i
funktoréw prawdziwosSciowych, ktéra jest prawdziwa przy kazdym podstawieniu za zmienne.

WeZmy mozliwie najprostszy przyktad: formuta p = p daje zdanie prawdziwe, cokolwiek by nie
podstawi¢ za p, czy bedzie to prawda czy fatsz, np. z = x lub x # . Podobnie wida¢ z miejsca, ze
kazde podstawienie musi zaowocowac zdaniem prawdziwym, gdy idzie o formuty takie pV ~ pczy
~ (g \ ~ q). Z drugiej strony, jest oczywiste, ze np. koniunkcjap A ¢ nie jest prawem logicznym,
bo z samej definicji (tj. z tabelki dla koniunkcji) widaé, ze istnieja podstawienia falsyfikujace, czyli
czynigce formutg zdaniem falszywym.

Ale przy formutach bardziej ztozonych rozwigzanie wymaga namystu. Wtedy tu przychodzi z
pomocg algorytm zerojedynkowy. PrzesledZmy go na przyktadzie formuty:

41).A (p=q) = (~p=>~q).

Trzeba wykonac kolejno cztery podstawienia, bo tyle jest kombinacji tworzacych r6zne uktady z zera
i jedynki. Kompletna listg¢ takich podstawien dogodnie jest przedstawié w tabelce, ktorej pierwsza
kolumna podaje podstawienia za p, druga podstawienia za g, za$ trzecia wynik danego podstawienia
(. z danego wiersza), ktéry odpowiada na pytanie, jaka jest przy tych podstawieniach warto$¢
logiczna formuty (4.1).A.

P q 4.1).A
1 1 1
1 0 1
0 1 0
0 0 —

Do wynikéw zarejestrowanych w powyzszej tabelce prowadza nastgpujace obliczenia. Wynik w
wierszu pierwszym powstaje kolejno z podstawienia wartosci 1 za p i 1 za ¢ (krok 1), potem
réwnoczesnego zastosowania tabelki T I do poprzednikai TN do nastgpnika (krok 2), potem zasto-
sowania tabelki T I do nastepnika (krok 3), wreszcie zastosowania tejze tabelki do rezultatu kroku
trzeciego (krok 4).

@40.1 (1=1)=(~1=~1)
4.1).2 1=(0=0)
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41.3 1=1
@.1).4 1

Procedurg t¢ powtarzamy dla nastgpnych wierszy z listy dotyczacej (4.1).A, co prowadzi do wy-
nikéw wpisanych w trzeciej kolumnie tej listy. Na wierszu trzecim konczymy postgpowanie (co
symbolizuje nie wypelniony wiersz czwarty), bo skoro istnieje choéby jedno podstawienie, przy
ktérym formuta przybiera warto$¢ O, to nie jest ona prawem logiki. Mamy wigc juz wynik, tym
razem negatywny, i na tym kofnczymy postgpowanie.

Godna polecenia jest skrotowa metoda zerojedynkowa, ktéra pozwala odrazu (bez pedantycz-
nego wypetniania kolejnych wierszy) wpas¢é na trop krytycznego (w tym przyktadzie) wiersza trze-
ciego. Czynimy zalozenie, ze formuta A nie jest prawem logiki, wobec czego (przyjmujemy kon-
sekwencje tego zatozenia) ma prawdziwy poprzednik i falszywy nastepnik. Aby nastepnik byt
fatszywy, to — sam bedac implikacja — musi mie¢ prawdziwy poprzednik ~ p i falszywy nastgpnik
~ q. Skoro ~ p jest prawda, to p jest falszem, a skoro ~ ¢ jest falszem, to q jest prawda. I tak znaj-
dujemy podstawienie falsyfikujace formutg A.

Ta sama metoda pozwala na uzyskanie odpowiedzi pozytywnej, gdy formuta jest prawem logiki.
Rozwazmy formute:

41).B (p=4q) = (~q=>~Dp).

Zatézmy, ze B nie jest prawem logiki. Wtedy ma prawdziwy poprzednik i falszywy nastepnik. Ten
z kolei, bedac fatszywa implikacja, ma prawdziwy poprzednik ~ ¢ i falszywy nastgpnik ~ p, z
czego wynika, ze q jest falszywe, a p prawdziwe. Ale przy tych wartosciach dla p i ¢, poprzednik
formuty B staje si¢ falszywy, co jest sprzeczne z pierwszym wnioskiem, ktéry wysnuliSmy z naszego
zatozenia o falszywosci B: ze poprzednik jest prawdziwy.

Zdanie, z ktérego wynikaja dwa sprzeczne migdzy soba wnioski musi by¢ zdaniem fatszywym,
poniewaz prowadzi do sprzecznosci, a sprzecznos$¢, bedac falszem, nie moze wynikaé ze zdania
prawdziwego. Zatem zalozenie wyjsciowe jest falszywe; a ze glosi ono, iz B nie jest prawem logiki,
to prawda bedzie jego zaprzeczenie, czyli to, ze B jest prawem logiki.

Ten rodzaj rozumowania nazywa si¢ sprowadzeniem do sprzecznosci lub sprowadzeniem do
niedorzecznosci, co jest odpowiednikiem tacinskiego reductio ad absurdum. Oprocz tej wersji al-
gorytmu zerojedynkowego i jego wersji podstawowej istnieja jeszcze inne metody badania, czy dana
formuta jest prawem rachunku zdan. Jedna z nich, zwana sprowadzaniem do postaci normalnej ma
takze charakter algorytmiczny; jej przedstawienie nie miesci si¢ w ramach obecnego tekstu, ale wy-
mieniwszy jej nazwe mozna odestaé¢ do odpowiedniej literatury, jak Borkowski [1970], Grzegorczyk
[1969], ELF, 111, 3.

Rachunek zdan jest tez konstruowany w postaci systemu aksjomatycznego, co nie dostarcza
algorytmu, ale daje pozyteczne uporzadkowanie twierdzen. Polega ono na tym, ze pewne prawa
logiki przyjmuje si¢ jako pierwotne, to jest bez dowodu; nazywaja si¢ one aksjomatami. Ponadto,
przyjmuje si¢ reguty wyprowadzania jednych twierdzen z innych, zwane regutami wnioskowania,
1 za pomoca tych regul wyprowadza si¢ z aksjomatéw interesujace nas prawa logiki; sa one wtedy
twierdzeniami danego systemu aksjomatycznego. Procedura ta jest opisana, w odniesieniu do lo-
giki predykatow, na poczatku rozdzialu piatego. Rézne przyktady aksjomatyzacji rachunku zdan
znajduja si¢ w literaturze podanej wyzej (w konteks$cie wzmianki o postaciach normalnych).

4.2. Wynikanie logiczne a wnioskowanie. Poprzez pojecie funkcji prawdziwosciowej dochodzi
si¢ do pojecia prawa logiki zdan — jako takiej funkcji, ktéra przy kazdej wartoSci argumentow
przybiera wartoS¢ prawdy. Prawo logiki zdan okreSla si¢ tez terminem tautologia logiki zdan; ma
on tg¢ dogodnosé, ze tatwo oden utworzy¢ termin abstrakcyjny ,,tautologicznos¢” jako nazwe cechy
charakteryzujacej tautologie czyli prawa logiki.

Pojecie prawa stuzy z kolei do tego, by wprowadzi¢ pojecie wynikania logicznego, a za
jego pomoca wyrazi¢ kryterium poprawnego wnioskowania dedukcyjnego. Wnioskowanie takie
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okreslamy (krocej) jako niezawodne, to jest uksztaltowane wedlug schematu, ktéry zapewnia, ze o
ile przestanki wnioskowania sa prawdziwe, to i wniosek jest prawdziwy.?

Stosunek migdzy prawem logiki a niezawodnym schematem wnioskowania jest nastgpujacy. Bie-
rzemy pod uwage te prawa logiki, ktére maja forme¢ implikacji, a wigc sktadaja si¢ z poprzednika i
nastgpnika.

Zamiast mowi¢, ze formula N jest nastepnikiem, a formuta P poprzednikiem jakiego$ prawa
logiki, mozemy méwié (krdcej), ze

N wynika logicznie z P.

Okreslenie to dotyczy réwniez zdan bedacych podstawieniami odpowiednich formut. Rozwazmy
formute p V ¢, ktéra wynika logicznie z formuly p A ¢, poniewaz obowigzuje nastepujace prawo
(co mozna sprawdzié¢ metoda zerojedynkowa):

(p Ag)=(pVaq).

Kazde zdanie, ktére powstaje z podstawienn dokonanych w nastgpniku tego prawa wynika logicznie
z odpowiednich podstawien dokonanych w jego poprzedniku. Np. ze zdania ,jestem zdrowy i
jestem bogaty” wynika logicznie zdanie ,,jestem zdrowy lub jestem bogaty” (wynikanie odwrotne
nie zachodzi, co mozna sprawdzi¢ zerojedynkowo).

Na wnioskowanie sktadaja si¢ przestanki (jedna lub wigcej) i wniosek. Przestanki to te zda-
nia, ktére uznajemy za prawdziwe i na ich podstawie wykazujemy prawdziwos$¢ wniosku. Po-
dang wyzej definicj¢ wnioskowania niezawodnego, jako gwarantujacego prawdziwos$¢ wniosku przy
prawdziwosci przestanek, potrafimy obecnie wyposazy¢ w efektywne, bo oparte na algorytmie zero-
jedynkowym, kryterium niezawodno$ci. Mianowicie wnioskowanie jest niezawodne wtedy i tylko
wtedy, gdy jego wniosek wynika logicznie z przestanek; to znaczy, przestanki stanowia poprzednik,
a wniosek nastgpnik w stosownym podstawieniu jakiegoS$ prawa logiki.

PrzesledZzmy na konkretnym przyktadzie, jak funkcjonuje to kryterium niezawodno$ci wnio-
skowania. Niech przestanka bgdzie zdanie, ktére wypowiedziat w Sredniowieczu pewien filozof
o innym, uczef o sSwym mistrzu, ze 6w mistrz wiedziat wszystko o Swiecie (zdanie w), gdyz znat
matematyke (zdanie m) i znat fizyke (zdanie f).

Przypus$émy, ze czytajac ten tekst, (brzmiacy w oryginale potuit scire omnia quia scivit mathe-
maticam et perspectivam), kto§ dochodzi do wniosku, ze gdyby nie byto prawda, ze Robert wiedziat
wszystko o Kosmosie to nie bytoby prawda przynajmniej jedno z dwojga: albo to, ze znal matema-
tyke, albo to ze znat fizyke. W tym wnioskowaniu przestanka ma forme¢ zdania warunkowego, w
ktérym warunek wystarczajacy jest wyrazany przez ,,poniewaz”, mianowicie:

4.2).1 (m A f)=w.

Whiosek jest takze implikacja (utworzong przez spéjnik ,,gdyby”) mianowicie:

42).2 ~w=(~mV ~ f).

Czy jest to wnioskowanie poprawne? Jest, o ile jego schemat jest niezawodny. Czy jest niezawodny?
Jest, o ile wniosek wynika logicznie z przestanek. Czy wynika? Tak! Bo jego przestanka jest

poprzednikiem, a wniosek jest nastgpnikiem w odpowiednim podstawieniu prawa logiki. Zapiszmy
to prawo (traktujac nasze litery mnemotechniczne jako symbole formut sktadowych), jak nastgpuje:

4.2).3 (m A f)=w)=(~w=(~mV ~ f)).

To, ze formuta (4.2).3 jest tautologia tatwo wykazaé, postugujac si¢ algorytmem zerojedynkowym;
ze wzgledu na wielo$¢ kombinacji podstawien optacalne jest tu zastosowanie metody skrétowej
(przy trzech zmiennych i podstawianiu za kazda jednej z dwéch wartosci jest tych podstawieni 23).

8 Nie wszystkie wnioskowania uprawiane w nauce maja t¢ wlasciwos¢, pozbawione sg jej np. wnioskowania
statystyczne; nie sa one jednak przedmiotem logiki formalnej, tzn. teorii, ktérej trzon stanowig rachunek zdan
i logika predykatéw. W sprawie wnioskowar statystycznych zob. MEL (art. pod tym tytutem) i ELF, XLV.
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Schematy wnioskowania zapisujemy w ten sposéb, ze oddzielamy wniosek od przestanki
(przestanek) pozioma kreska albo, piszac w jednej linii, oddzielamy wniosek trzema kropkami.
Chcac wyrazié, ze jest to schemat ogdlny, nie za$ taki, ktéry opisuje jakie§ konkretne wniosko-
wanie, uzywamy specjalnych umownych oznaczen dla formut; niech beda to (jak si¢ czgsto stosuje)
wybrane do tego celu litery greckie.

Oto schemat wnioskowania, ktdrego niezawodnoS¢ jest zagwarantowana tym, ze formuta repre-
zentowana przyktadowo przez (4.2).3 jest tautologia.

4.2).4 ((p A @) = ¢) zatem (~ ¢ = (~pV ~ D)),

Pod ten sam schemat wnioskowania podpada takie np. rozumowanie. Jesli zna sig teorie wniosko-
wania i teorig definicji, to zna sie catq logike. A zatem, jesli si¢ nie zna calej logiki, to nie zna
sig teorii wnioskowania lub nie zna sie teorii definicji. Stowo ,,a zatem” (lub jaki$ jego synonim)
stanowi w jezyku polskim odpowiednik symbolu wyrazajacego uznanie prawdziwos$ci wniosku na
podstawie uznania prawdziwosci przestanek.

Gdy zdarzy si¢ nam rozumowac¢ w taki sposob, ktory nie znajduje usprawiedliwienia w jakim§
niezawodnym schemacie wnioskowania, do wykrycia tego faktu stuzy to samo kryterium. Znajdu-
jemy najpierw schemat dla naszego wnioskowania, przeksztalcamy go nastgpnie na odpowiadajaca
mu formutg o postaci implikacji, wreszcie badamy, czy ta formuta jest prawem logiki. Dla rozu-
mowan dajacych si¢ wyrazi¢ w rachunku zdan, skutecznie w kazdym przypadku rozstrzyga kwesti¢
algorytm zerojedynkowy.

Postawmy np. pytanie, czy poprawne bgdzie wnioskowanie, ktérego schemat odpowiada
nastepujacej formule:

42).5 ((pAg=r)=((~pA ~q) =~r).

Postugujac si¢ skrotowa metoda zerojedynkowa, szybko wykryjemy, ze formuta ta jest falsyfikowana
przez podstawienie zer za p i g oraz podstawienie jedynki za r. Istnieja wigc podstawienia, przy
ktérych formuta ta staje si¢ falszywa, a zatem nie jest ona prawem logiki. By ukonkretni¢ ten
wynik, mozna rozwazy¢ podstawienia konkretnych zdan, np. te, ktére si¢ zloza na nastgpujace
wnioskowanie. Jesli kazdy (cztowiek) ma 5 metrow wzrostu i kazdy wazy toneg, to istniejq ciata o
masie tony. A zatem jesli nie kazdy ma 5 metrow wzrostu i nie kazdy wazy toneg, to nie istniejq ciata
o masie tony. Tego rodzaju przyktad, stuzacy do wykazania, ze dana formutla nie jest spetniona dla
wszelkich podstawien okreslamy mianem kontrprzyktadu.

Rachunek zdan nie wyczerpuje catego bogactwa sposobéw rozumowania, ani tych, ktére ogarnia
teoria logiczna, ani tych, ktére zawdzigczamy naszej naturalnej logice. O tych innych bedzie mowa
w nastgpnych rozdziatach.



