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6. Szkic do szkicu uzasadnienia Twierdzenia Godla: o niezupelnoSci
niesprzecznego systemu formalnego arytmetyki liczb naturalnych

§1. Wprowadzenie

Przyjmujemy nastgpujace oznaczenia.

1. 2,9, z .... zmienne indywiduowe reprezentujace liczby naturalne.
2. 4, k,m,n ... state indywiduowe bgdace nazwami liczb naturalnych.
3. p,q,r ... zmienne reprezentujace nazwy zdan.

4. XY, Z ... zmienne reprezentujace nazwy ciaggdéw zdan.

5. DS(X,p) ... Ciag X jest Dowodem Sformalizowanym (formalnym, algorytmicznym) zdania p w niesprzecznym
systemie arytmetyki liczb naturalnych.! Zaliczamy te relacje do metalogicznych, tzn. nalezacych do tej czesci logiki,
ktéra traktuje m.in. o dowodzeniu.?

6. N|p], w skrécie [p] ... liczba bedaca Numerem zdania [p]; nawiaséw w ksztalcie [ ] uzywamy tu tylko w obecnym
kontekscie, stad skracajace zapis opuszczenie symbolu ,,N”’ nie bedzie rodzi¢ nieporozumien.

7. N[X], w skrécie [X], ... liczba bedaca Numerem ciagu zdari X.

8. Ary ... relacja miedzy liczbami, mianowicie numerem ciagu zdan i numerem zdania — jak w formule Arq([X], [p])
— bedaca arytmetyczng reprezentacjq metalogicznej relacji dowodzenia (zdania przez ciag zdan) oznaczonej przez DS
(por. punkt 5; na to odniesienie wskazuje dolny index ,,4”, od ,,dow6d”).

Czestymi terminami w tych rozwazaniach beda ,,zdanie” i ,,formuta” (domys$lnie — zdaniowa). Formula to zdanie
zawierajace symbole zmienne, a wigc schematyczne, otwarte na rozne interpretacje. Te zaS powstaja w zaleznoSci od
tego, jakie wyrazenia stale si¢ podstawi za zmienne. Nastgpuje wigc w wyniku podstawienia wypetnienie schematu
konkretna trescia czyli konkretyzacja. Zdanie bgdace formuta to np. ,,x > 1007, a jego mozliwe konkretyzacje to zdania
powstajace z podstawienia za ,,z”” dowolnej cyfry.

Ta porcja symboliki moze nie zachwyci 0s6b nienawyktych do tak odmiennego niz mowa codzienna sposobu komuni-
kacji. Jest to jednak nieuniknione minimum. Kto zajrzy do oryginalnego artykutu Godla, ten na jego 25 stronach znajdzie
setki skomplikowanych formut, a samych definicji wprowadzajacych dla utatwienia rézne skréty jest czterdziesci szesé.?
Ale nawet z tak drastycznie (jak tutaj) okrojonym aparatem jezyka symbolicznego da si¢ uzyskaé pewien wglad w tresé
twierdzenia Godla, ktéry wnosi co§ waznego w filozoficzne pojmowanie natury umystu.

§2. Tres¢ Twierdzenia Godla

TG. W formalnym systemie arytmetyki liczb naturalnych, o ile jest on niesprzeczny, istnieje zdanie prawdziwe,
ktore nie ma w tym systemie dowodu sformalizowanego. Symbolicznie:

3,(Vx—=DS(X,p) A Ver(p)) lub (réwnowaznie) 3,(-IxDS(X,p) A Ver(p)).

1 Tres¢ terminu Hhiesprzeczny” (wytluszczonego) wlaczamy do tresci symbolu ,,[D.S”, przez co upraszcza si¢ symboliczny za-
pis twierdzenia Godla; bez tego skrétu musi ono przybraé posta¢ zdania warunkowego wskazujacego w poprzedniku na warunek
niesprzecznosci.

2 Grecki przedrostek meta oznacza ,,poza” (jak w ,metafizyka”) lub ,,0”. Na szerzej pojeta logike sktadaja si¢ rachunki logiczne
(logika w wezszym rozumieniu) oraz badania nad ta weziej pojeta logika, czyli metalogika; obejmuje to badania nad dowodami, jakie
przeprowadza si¢ w rachunkach. Tak wigc wypowiedzi dotyczace dowodzenia naleza do metalogiki.

3 Nie od rzeczy tu bedzie uwaga, ze inteligencja matematyczna, oprocz wiedzy, intuicji, wyobrazni, do§wiadczenia, pamigci, kon-
centracji, odpowiedniego tempa mySlenia etc., wymaga biegtoSci w czyms, co mozna nazwac inZynieriq jezykowq. Od tego, jaka
skonstruuje si¢ maszyneri¢ symboli i regut ich uzywania, jak si¢ w niej uwzgledni psychologiczne prawa mySlenia, zalezy sukces w
rozwiazywaniu probleméw.
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W zapisie symbolicznym warunek niesprzecznosSci systemu zawarty jest w tresci predykatu ,,D X (por. §1, punkt 5).
Zwrot, ze zdanie jest niedowodliwe oddany jest symbolicznie za pomoca kwantyfikatorow: istnieje takie zdanie, ze nie
ma dlan ciagu zdan bedacego dowodem.

Zeby uzasadnié¢ to twierdzenie, trzeba wskazaé jakies konkretne zdanie arytmetyczne, dla ktérego nie ma dowodu w
formalnym (inaczej, sformalizowanym) systemie arytmetyki. Nasz dalszy wysilek skoncentruje si¢ na uzyskaniu takiego
zdania. Postuzy do tego konstrukcja jezykowa, ktéra Godel wynalazl z wlasciwa sobie niezwykta pomystowoscia; stad
trzeba si¢ liczy¢ z trudnoscia jej uchwycenia ,,w pierwszym podej$ciu” (im rzecz nowsza i niezwyklejsza, tym mniej
oswojona, a wigc trudniej przystepna).

Skoncentrujemy si¢ na pierwszej czgSci symbolicznego zapisu TG, oznaczajac go etykieta Synt — od pojecia syn-
taktyki jako zbioru stosunkéw zachodzacych migdzy wyrazeniami, np. gramatycznych. Dowodliwos¢, jako zachodzaca
migdzy zdaniem a jakim$ ciagiem zdan, jest typowym stosunkiem syntaktycznym. Druga cze$¢ tezy TG dotyczy praw-
dziwosci, ktdra jest stosunkiem semantycznym czyli rozwazanym w semantyce; to znaczy takim, ktéry zachodzi nie
wewnatrz jezyka (jak relacje syntaktyczne) lecz migdzy jezykiem i rzeczywistoScig. Oto formula, na ktérej obecnie
skupimy uwage.

Synt: 3,Vx-DS(X,p); lub (réwnowaznie) 3,-Ix DS(X, p).

§3. Odwzorowanie zdania Synt w jezyku arytmetyki

Ten typ odwzorowania, o ktérym mowa nizej, okreslamy tez jako przektad (zdania Synt) na jezyk arytmetyki lub
jako kodowanie arytmetyczne. Kazdemu wyrazeniu z jezyka logicznego, obejmujacego pojecie dowodzenia (do
ktérego to jezyka nalezy Synt), przydziela si¢, na zasadzie kodowania, okreSlong liczbe naturalng zwang jego nume-
rem (godlowskim). Takze dla zbioréw wyrazen, takich m.in., jak ciag zdan sktadajacy si¢ na dowdd, mamy obliczone
wedlug pewnej zasady numery.

Zeby oddaé to odwzorowanie w symbolice mozliwie porecznej, przyjmiemy konwencje, Ze numer wyrazenia two-
rzymy przez wzigcie tego wyrazenia w nawiasy kwadratowe. Np. numer symbolu negacji to [—], numer zdania p to [p],
nr ciagu (zdad) X to [X] itd. Zdanie otrzymane w wynika takiego przektadu stwierdza zachodzenie pewnego stosunku
miedzy liczbami, nie jest to juz wigc stosunek DS migdzy zdaniami, lecz jego arytmetyczne odwzorowanie. Oznaczywszy
je przez Ar g, otrzymamy nastgpujace odwzorowanie zdania Synt w zdaniu arytmetycznym:

Aryt:  Vixj—Ara([X], [p]).

Odczytajmy to w jezyku po czesci naturalnym: Nie istnieje liczba [X], ktéra bytaby numerem ciqgu zdarn, pozostajqca
w stosunku arytmetycznym Arq do liczby [p].

Zdanie Aryt jest przektadem zdania Synt, nalezacego do jezyka syntaktyki, na zdanie Aryt nalezace do jezyka aryt-
metyki. Oczywiscie, do istoty przektadu nalezy to, ze zdanie ttumaczace jest prawdziwe wtedy i tylko wtedy, gdy jest
prawdziwe zdanie tlumaczone.

Zeby przyjrzeé sie tej oczywistosci (kluczowej w naszej argumentaciji) w przypadku thimaczeii na jezyk arytmetyczny, przywotajmy
przyktady ttumaczen z jezyka fizykalnego na arytmetyczny (F:A) i z humanistycznego na arytmetyczny (H:A).

Fiz;. Zadne ciato nie porusza si¢ szybciej niz foton.
F:A1. Zadna liczba okreSlajaca predkos¢ ciat nie jest wigksza od liczby okreslajacej predkosé fotonu (tj. 300000 km/sek).

Fizy. Zadne ciato nie jest 1zejsze od wodoru.
F:Ag. Zadne ciato nie ma jadra atomowego, w ktérym liczba czastek elementarnych (proton, elektron) bytaby mniejsza od dwoch.

Humj. Zaden uczony nie dokonat wielkiego odkrycia w wieku takim, jak Godel.
H:A;1. Nie ma liczby z okreslajacej wiek, w ktérym uczony dokonatby wielkiego odkrycia — takiej, ze x = 21.

W powyzszych przyktadach rézne relacje sa odwzorowane przez arytmetyczne stosunki wigkszosci, mniejszosci, row-
nosci. Mozna by bra¢ pod uwage inne relacje, jak podzielno$¢ liczby przez iles itd., ale wtedy bytyby to przyktady
bardziej skomplikowane. W zdaniu Aryt pojawia si¢ relacja o tyle tajemnicza, Ze nie potrafimy w niej odnalez¢ niczego
znanego z naszej praktyki rachowania. Bo tez trzeba bylo niematej pomystowosci i trudu ze strony Godla, zeby taki
obiekt matematyczny okresli¢ dla celéw zamierzonej argumentacji. Nie mogac si¢ tu wdawaé w §ledzenie jego misternej
konstrukcji, przyjmujemy do wiadomosci, ze jest taka relacja w uniwersum matematycznym, a nie majac do niej dostepu
,»W naturze”, postugujemy si¢ niejako jej makieta oznaczong symbolem ,,Ary”.

Tak wigc, operujace tym symbolem zdanie Aryt jest rtéwnowazne (na prawach przektadu) zdaniu Synt, czyli stwier-
dzeniu, ze nie istnieje zaden ciag X, ktéry bylby dowodem zdania a; innymi stowy, zdanie a nie jest dowodliwe (z
dopowiedzeniem: w sformalizowanym niesprzecznym systemie arytmetyki liczb naturalnych).
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§4. Jak wyglada w jezyku arytmetyki zdanie orzekajace samo o sobie, ze nie jest dowodliwe?

Jak mogtoby takie zdanie wygladaé, nie trudno sobie wyobrazi¢. Rozwazmy Aryt. Zdanie to ma swoj numer, ktory
obliczamy, zastgpujac kolejno jego symbole cyframi, wskazanymi przez nasz klucz kodujacy, oraz znajdujac iloczyn
liczb oznaczanych przez owe cyfry.

Przypusémy, iz da si¢ stworzy¢ tak zmysIng konstrukcje, ze numerem zdania a okaze si¢ ta sama liczba, ktora jest
numerem zdania Aryt. Wtedy zdanie to drugie powiada, co nastgpuje:

Nie ma takiej liczby bedqcej numerem ciqgu zdan, ktdra bytaby w relacji Ary do liczby [p), to jest, liczby bedacej
numerem zdania Aryt dotyczqcego [p).

Na mocy réwnowaznosci przektadu na jezyk arytmetyki z tekstem odwzorowanym przez przektad (por. podane wyzej
egzemplifikacje), znaczy to tyle, co powiedzenie:

Nie ma ciqgu zdari bedqcego dowodem zdania Aryt.

Zwrot ,,by¢ dowodem” (symbolicznie DJS), przypomnijmy, ma tu w domysle dopowiedzenie: w sformalizowanym nie-
sprzecznym systemie arytmetyki liczb naturalnych.

To, ze jakie$ zdania sformutowane w jezyku arytmetyki nie ma w niej dowodu, to nie jest rewelacja. Skoro aksjo-
matyka arytmetyczna jest prawdziwa (w co wierzymy, majac po temu mocne podstawy), nie moze z niej wynika¢ zadne
zdanie falszywe.

Rzecz jest zdumiewajaca dopiero wtedy, gdy jakie§ zdanie nie mogace mie¢ dowodu okaze si¢ prawdziwe. Ujawni
to nieprzewidywana dotad (przed odkryciem Godla) staba strong metody algorytmicznej: mianowicie, brak tak uniwer-
salnego algorytmu dowodowego, ktéry w kazdym przypadku umozliwialby mechaniczny (czyli osiagalny dla komputera)
dowdd zdania prawdziwego dokonany na podstawie aksjomatéw arytmetyki.

§5. Jak utworzy¢ zdanie arytmetyczne samoorzekajace — o liczbie bedacej jego wkasnym numerem

Zajmiemy si¢ teraz operacjami jezykowymi, ktére moga si¢ kojarzy¢ z dziwnosciami Alicji w krainie czaréow, gdzie dzieja
z jezykiem rézne niezwykte rzeczy. Opowiada si¢ tam zdarzenia do niczego niepodobne w naszym codziennym zyciu
(traktowanym przez niektoérych zbyt pochopnie jako jedyny model realnosci). Istotnie, bedziemy tu mie¢ do czynienia
z magicznym jakby zabiegiem, podobnym do utozsamienia osoby z jej wlasnym nazwiskiem. W codziennym $wiecie
osoba i jej nazwisko to dwie rézne rzeczy. Ale w tym, gdzie arytmetyka chadza pod r¢ke z logika dzieja si¢ rzeczy, o
ktérych si¢ nie Snito nawet filozofom (o ile nie mieli szczgsécia uczy¢ sig filozofii w szkole Godla).

Zabieg bedacy do wykonania polega na pewnej osobliwej konkretyzacji formuty arytmetycznej (ogélne pojecie kon-
kretyzacji wyjasnia si¢ w §1). WyjdZmy przyktadowo od stwierdzenia, ktére oznaczymy jako A: ze istnieje liczba bedaca
nastepnikiem dowolnej liczby; powiedzmy, ze to zdanie A ma numer m.*

A) Jp(x = Sy) ... numer 7m.

W zdaniu tym wystepuje zmienna ,,y”, ktérej nasz klucz kodowy przypisuje numer 13.°

Gdys$my juz raz ustalili, ze zmienne reprezentuja dowolne liczby naturalne, wolno nam podstawi¢ za zmienng nr 13
dowolna, jaka nam si¢ zywnie podoba, liczbe naturalng. Jesli tak, to czemu nie liczbg¢ m, bedaca numerem rozwazanej
formuty? Ze tak wolno, nie ma watpliwosci, a po co, to sie nicbawem okaze. Ten rodzaj konkretyzacji zastuguje na
okreSlenie: autokonkretyzacja; mozna tez powiedziec ,,samokonkretyzacja” (ale lepiej jest stylistycznie zestawiaé czion
tacifiski z tacifiskim).®

W wyniku autokonkretyzacji formuty A dostajemy zdanie z nowym numerem, ktérym niech bedzie n.

B) J.(x =Sm) ... numer 7.

Formuta konkretyzuje si¢ tutaj w miejscu wskazanym przez zmienng, biorac za 6w konkret do wypetnienia schematu
liczbe bedaca jej wlasnym numerem.

Zauwazmy, na prawach dygresji, analogi¢ migdzy taka jezykowa samozwrotnoscia i aktami samozwrotnymi naszej Swiadomosci.
Samolub lubi sam siebie, co jest autokonkretyzacja schematu x lubi y. Narcyz zachwyca si¢ sam soba, pokutujacy grzesznik ubo-
lewa nad sobg itd. Ktopot z takim operacjami umystu zaczyna si¢ wtedy, gdy kto$ si¢ uprze konkretyzowaé schematy zbyt §miate

4 Uwaga: litera m nie jest tu zmienng lecz symbolem okreslonej liczby, czyli nazwa indywiduowa w jezyku arytmetyki, z tym, ze nie
wnikamy w tre$¢ tej nazwy, poprzestajac na umownym jej oznaczeniu litera. Por. §1, wiersz 2 w liScie oznaczen).

5w tym miejscu i w kazdym innym, gdzie odwotujg¢ si¢ do systemu kodowania, idg w tym, jak i w niektérych innych punkatch obec-
nhego wykladu, za przyktadowym przedstawiniem postgpowania Godla zawartym w ksiazce: E. Nagel i J. R. Newman, Twierdzenie
Godla (tyt. orygin. Godel’s proof, 1952), thumaczyta Barbara Stanosz, PWN, Warszawa 1966.

6 Jest to okreslenie obrazowe, tak rzecz przedstawiajace, jakby to formuta si¢ konkretyzowata, podczas gdy, jest to operacja wykony-
wana na formule przez nasz umyst. Ale taka ,,podmiang” dopuszcza powszechny zwyczaj jezykowy. Powiadamy, ze zdanie co§ mowi,
ze ksiazka co$ opowiada itp., podczas gdy to cztowiek méwi zdaniem, autor opowiada w ksigzce itd.
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w swej ogélnosci, w rodzaju. x lubi wszystkich niesamolubéw. Niech x-em bedzie Ciocia Mania. Czy Ciocia jest samolubem? Jesli
tak, to lubi sama siebie, ale skoro nie lubi zadnego samoluba, to nie moze lubic siebie. No, ale jesli nie lubi siebie, to musi si¢ lubié
jako osobe niesamolubna. Takie tamigtowki okresla si¢ jako antynomie (aporie, paradoksy). Bedaca tematem tych rozwazan wy-
powiedz ,,niniejsze zdanie nie jest dowodliwe” stoi, by tak rzec, nad przepascia antynomii, ale w nig nie wpada dzigki zachowaniu
nalezytego umiaru. A jest nim jest rozsadne ograniczenie zakresu dowodliwosci do formalnego systemu arytmetyki.

Numer kodowy zdania B, mianowicie n, zalezy wytacznie od tego, jaka cyfra zostata zastapiona jaka (tu zastapiono ,,13”
cyfra, ktéra oznacza liczbge m). Powiemy wigc, dokladniej, ze liczba n jest funkcjg liczb m i 13. Niech symbolem tej
funkcji bedzie greckie v z pisanym u dotu wskaZnikiem ,,m” dla wskazania, ze ma si¢ na uwadze operacj¢ na zdaniu
numer m. A zatem: n = a,, (13, m). Uzycie zapisu

C) a,n(13,m)

zamiast n ma t¢ zalete, ze wskazuje na sposéb uzyskania liczby n czyli to, jak zostala skonstruowana. Odda to nam
niebawem istotna przystuge. Odczytujemy C stownie zwrotem:

C*) Numer formuty otrzymanej z formuty numer m przez autokonkretyzacje w m w miejscu zmiennej numer 13.

Przeksztatlémy teraz sformutowanie C* w ten sposéb, ze zamiast o pewnej indywidualnej liczbie m, bedzie mowa o ja-
kiejkolwiek liczbie; zostawimy natomiast (dla ustalenia uwagi) odniesienie do numeru zmiennej 13. Bedziemy teraz mie¢
na uwadze: numer formuty otrzymanej z formuty o dowolnym numerze przez autokonkretyzacje dokonang w miejscu
zmiennej numer 13. Dowolno$¢ tak wyrazimy w zapisie symbolicznym, ze zamiast konkretnej liczby m umieScimy w
funkcji a symbol zmienny; niech bedzie nim ,,y”. W ten sposéb dostajemy schematyczny, czyli bez konkretnej liczby,
nastepujacy zapis:

D) ay(l?’a y)

Taki schematyczny zapis okresla nie jedng konkretna liczbe, lecz jaka$ klase liczb. Oto, dla poréwnania, przyktady takich
klas definiowanych przez schematy liczbowe. Gdy v/2 jest liczba konkretna, /2 jest schematem liczbowym obejmujacym
cata klase liczb bedacych pierwiastkami kwadratowymi dowolnej liczby. Podobnie, w dziedzinie pozamatematycznej,
ojciec Johna Stuarta Milla to jedna konkretna osoba — James Mill; za$ ojciec x-a to osoba niejako schematyczna czyli,
innymi stowy, pewna klasa ludzi. W dalszym rozwazaniu obiekty w rodzaju /x, dwukrotnos¢ liczby y, iloczyn 5z itd.
dogodnie bedzie okreslac jako liczby schematyczne.

O liczbach schematycznych, tak samo jak o konkretnych, pewne zdania sa prawdziwe, a inne fatszywe. Prawdg jest
np., ze 1/ jest mniejszy lub réwny z-owi (réwny gdy = = 1), a mijatoby si¢ z prawda powiedziec, ze wigkszy od z-a. Co
si¢ tyczy schematycznego osobnika ojciec x-a, to jest prawda, ze jest on m¢zczyzng, a napewno nie jest niemowleciem
plci zenskie;j.

Gdy tak si¢ rzeczy maja, to réwniez o schematycznej liczbie av, (13, y) cos bedzie prawda, a co$ nieprawda. Np. liczba
taka jest z pewnoscia wigksza od tysiaca. Dlatego, ze numer kazdej formuty zawierajacej zmienng y jest iloczynem ilus
czynnikéw, wsrdd ktorych jest jakas liczba pierwsza do trzynastej potegi (jako numeru symbolu y); a juz dwa do dziesiatej
daje 1024.

Utwoérzmy jakie§ zdanie na temat owej schematycznej liczby a, (13, y), Zeby si¢ oswoic z jej wtasciwosciami. Niech
bedzie to zdanie: Zadna liczba pierwsza nie jest czynnikiem iloczynu, ktory bytby liczbq o, (13, y).

Tak jest istotnie, jak méwi to zdanie. Wszystkie bowiem czynniki takiego iloczynu sa potggami kolejnych liczb
pierwszych, a wigc liczbami ztozonymi.

WeZmy liter¢ P jako nazwe zbioru liczb pierwszych, R jako oznaczenie relacji jest czynnikiem iloczynu, zas j jako
numer powyzszego zdania (podkreslonego kursywa). Oto jego zapis symboliczny.

E) Viep—R(z,ay(13,y) ... numer ;.

Za chwilg si¢ okaze, do czego stuzy zabieg autokonkretyzacji. Jest on nieodzowny do konstrukcji zdar autopredyka-
tywnych, czyli zdan samoorzekajqcych, to znaczy, orzekajacych co§ o samych sobie. Tak zblizamy si¢ do celu, jakim
jest znalezienie zdania arytmetycznego orzekajacego o sobie niedowodliwo$¢. Ostatnim odcinkiem przed meta bedzie
rozpoznanie na przyktadzie E, jak przebiega przej$cie od wyrazenia takiej postaci do zdania samoorzekajacego.

Autokonkretyzacja zdania E ze wzgledu na okre§long zmienna, powiedzmy zmienng numer 13, polega w — mysl
podanej wczesniej dyrektywy — na podstawieniu za zmienna numer trzynascie numeru zawierajacej t¢ zmienng formuty,
tutaj wigc podstawieniu liczby j. Tak otrzymujemy:

F) Veep—R(z,a;(13,5) ... numer «; (13, 7).

Przetézmy to z jezyka symbolicznego na polski: zadna liczba pierwsza nie jest czynnikiem liczby «;(13, 7). A liczba
«;(13, j) jest numerem naszej formuty F, bo ma nim by¢ liczba zalezna od j i 13 w sposéb okreslony funkcja ;. Tak
wigc F jest zdaniem samoorzekajacym, orzekajacym pewna wtasnos¢ (brak liczby pierwszej, ktéra bytaby czynnikiem) o
liczbie z ktdra si¢ ono samo utozsamia jako ze swoja reprezentacja liczbowa.

Jesli odnies¢ X do numeréw ciagéw formut, a zamiast relacji R umiescié¢ Arg, to otrzymamy zdanie o relacji bedace;j
arytmetycznym odpowiednikiem stosunku dowodliwosci: nie ma takiej liczby, ktéra bytaby numerem ciqgu formut i
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pozostawata w relacji Ary do jakiegokolwiek numeru formuty utworzonej przez autokonkretyzacje pewnej formuty
zawierajqcej zmienng numer 13.

Niech formuta poddana autokonkretyzacji ma numer n, a rozwazany wariant formuty opatrzymy etykieta F". Symbo-
licznie:

F") Vx—Arq([X],0,(13,y)) ... numer n.
Autokonkretyzacja zdania F" przynosi w wyniku zdanie samoorzekajace:
G) Vx—Ary([X], an(13,n)) ..... numer o, (13, n).

I to jest stynne Zdanie Godlowskie — orzekajace o sobie samym niedowodliwo$¢!

§6. Refleksja nad metoda tworzenia zdan samoorzekajacych w arytmetyce

Jesliby happy end z poprzedniego odcinka wydat si¢ komu§ zaskakujacy, zastanéwmy si¢ bardziej szczegétowo, jak do
niego doszto. Zrodio jego osobliwosci jest w tym, ze mamy do czynienia z rodzajem funkcji liczbowej, jakiej sig nie
spotyka w swojskiej szkolnej matematyce. Jej warto$¢ zalezy od argumentéw liczbowych stuzacych do opisu formut
arytmetycznych. Sa to dwie liczby, z ktérych jedna jest numerem jakiej$ formuty, a druga numerem jakiej$ zmiennej
wolnej wystepujacej w tejze formule.
Termin funkcja musi ,,cigzko pracowac” (jak mawiat o stowach Humpty Dumpty), zeby podota¢ dwém naraz zadaniom, do ktérych
petnienia powinny by¢ dwa osobne terminy. Dzieli on 6w los z innym szacownym terminem naukowym — prawo nauki — sko-
rzystajmy wigc z tej pouczajacej analogii. Prawem nazywamy zaréwno zachodzaca w §wiecie jednoznaczng zalezno$¢ miedzy
zjawiskami, na przyktad grawitacje, jak i zdanie, ktére tg zaleznos¢ opisuje, np. formute Newtona méwiaca o masach ciat, od-
legtosciach etc. To drugie nalezy do sfery jezyka, pierwsze do pozajezykowej; w tym przyktadzie — fizykalne;j.
Podobnie rzecz si¢ ma z pojeciem funkcji. W jednym znaczeniu jest to istniejacy w matematycznym czy logicznym Swiecie
obiekt abstrakcyjny, w drugim za$ — nazwa tego obiektu, tak utworzona, ze swa struktura wskazuje na metode¢ jego konstrukcji.
Oto kilka przyktadéw. Funkcja nastepnika y = s(z): majac dowolna liczbe x, mozna z niej zawsze otrzymaé nastgpna w

sekwencji liczb naturalnych. Funkcja y = 2x dostarcza podwojenia dowolnej liczby, zas y = /7 pierwiastka kwadratowego
etc. Funkcjami nazywamy zaréwno (1) takie jednoznaczne — czyli z jednoznacznie okre§lonym wynikiem — zaleznosci miedzy
liczbami, a wigc obiekty abstrakcyjne z kategorii relacji, jak i (2) wyrazenia opisujace owe zaleznosci, np. ..y = s(z)”, .,y = /Z”"
etc. A dodatkowo, jesli mie¢ na uwadze, ze synomimem terminu funkcja jest operacja (dziatanie), dostrzegamy trzeci odcien
znaczeniowy, mianowicie czyno$¢ umystu polegajaca na znajdowaniu wartosci funkcji w sensie m."

Mamy tu na uwadze funkcje autokonkretyzacji o. Gdy jednym jej argumentem jest liczba m bgdaca numerem pewnej
formuty, a drugim liczba stanowiaca numer (obecnej w tej formule) zmiennej y, jak liczba 13, to funkcja autokonkretyzacji
ma posta¢ n = ay, (m, 13); warto$¢ tej funkcji oddana liczba n jest numerem nowej formuty, otrzymanej z formuty numer
m w drodze autokonkretyzacji.

Zeby oderwaé sie od konkretnych numeréw m i n (ktérymi postuzylismy sie jedynie dla wyrazistosci przyktadu), a
mie¢ pewien ogdlny schemat autokonkretyzacji, nazwany (w §5) liczba schematyczna, umiesémy w miejscu liczby m
jaka$ zmienng liczbowa (por. pozycje 1 w §1). Nic nie przeszkadza, zeby w tej roli uzy¢ litery ,,y”, a wigc symbolu
majacego numer 13. Konstruowanie takiego schematu mozna poréwnac do tworzenia formy (matrycy) rzezbiarskiej dla
posagu. Symbol zmienny jest jak puste miejsce, ktére jak odlew wypelni si¢ konkretng liczba, a ksztalt tego odlewu jest
okreslony struktura funkcji a.

Takiego schematu, jakby formy gotowej do tego, by ja wypetnié jaka$ konkretna liczba, potrzebujemy dla utworzenia
zdania, ktére zechcemy doprowadzic do postaci samoorzekajacej. W naszym problemie ma to by¢ zdanie orzekajace o
sobie niedowodliwo$é.” Powtérzmy zabieg zastosowany w §5, tym razem §ledzac go w $wietle obecnego komentarza,
postugujacego si¢ metafora formy odlewniczej.

F") Vx—Arg([X], ay(13,y) ... numer 7.

Gdy miejsce wskazane symbolem ,,;y” wypelnimy konkretng liczba, mianowicie numerem formuty F", wewnatrz tego
zdania na miejscu wyrazenia oznaczajacego schematyczna liczbe o, (13, y) pojawi sie nazwa konkretnej liczby v, (13, n).
Jednoczesnie, w my§l reguty okreSlajacej zabieg autokonkretyzacji, numerem nowej powstajacej z tego zabiegu formuty
bedzie ta sama liczba «v,, (13, n). Ta wlasnie zbieznosé, ze ta sama liczba jest tematem, o ktérym méwi dane zdanie i jest
zarazem numerem tegoz zdania, czyni je zdaniem samoorzekajacym, mianowicie:

G) Vx—-Ary([X], an(13,n) ... numer o, (13, n).
Stwierdza ono (powtdrzmy po raz ktérys), ze nie istnieje liczba, ktéra bytaby numerem ciagu zdan stanowiacego dowod
zdania o numerze a,,(13,n), to jest zdania numerowanego ta sama liczba, ktdra jest numerem naszego zdania G. Z

czego wynika, ze zdanie G nie ma dowodu (w sensie, przypomnijmy, dowodu sformalizowanego w formalnym systemie
arytmetyki liczb naturalnych). Inaczej méwiac, jest niedowodliwe. &

7 Ostrzezenie o tej wieloznacznosci jest potrzebne, zeby postugujac si¢ pojeciem funkcji nie trudzi¢ si¢ nadmiernie wyjasnianiem w
kazdym przypadku, o ktdéry z senséw chodzi, lecz zda¢ si¢ na wyjasniajaca role kontekstu.

7 W §5,dla uzyskania tfa poréwnawczego, rozwazalismy przyktadowo zdanie E orzekajace o sobie, ze nie jest reprezentowane liczba,
dla ktérej zachodzitaby relacja bedaca tematem tego zdania.



