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1. Zasady i spos6b funkcjonowania notacji binarnej (dwojkowej)
§1. Zasady notacji arytmetycznej pozycyjnej

Notacja arytmetyczna jest to ta czgs$¢ jezyka arytmetyki, na ktéra sktadaja si¢ nazwy liczb (cyfry) oraz grama-
tyczne reguty tworzenia cyfr ztozonych (ciagéw cyfrowych) z cyfr prostych. Te cyfry proste wymienia stownik dla
danej notacji. Np. w stowniku notacji dziesigtnej mamy dziesi¢¢ prostych wyrazéw: od ,,0” do ,,9”, a w stowniku
notacji binarnej (dwéjkowej) mamy dwa: ,,0”i,,17.!

Reguty gramatyczne dla notacji pozycyjnej sa zawsze te same, niezaleznie od zasobu wyrazéw w stowniku.
Dla sformutowania regut potrzebne jest nam pojecie rzedu ztoZonosci cyfry. 1 tak cyfra jednowyrazowa nalezy
do pierwszego rzgdu ztozonoSci, dwuwyrazowa, np. ,,13”, do drugiego itd. W ramach kazdego rzedu cyfry sa
uporzadkowane co do wielkosci, stosownie do tego, jak duze liczby sa przez nie oznaczane. W ten sposéb
okreslenie wielkoSci liczby dziedziczy si¢ na okreslenie wielkosci cyfry. Powiemy wigc, ze cyfra ,,13” jest wigksza
niz ,,12” w tym sensie, ze oznaczana przez pierwsza liczba 13 jest wigksza od liczby 12 (cho¢ nie jest jako cyfra
bardziej ztozona, i w tym innym sensie ,,12” i ,,13” sa réwne). I tak, cyfra ,,0” wsrod nazw liczb naturalnych (tj.
catkowitych nieujemnych) jest w tym porzadku pierwsza. Kazda zas$ inna powstaje w wyniku dodania jedynki do
liczby poprzedzajace;.

Regula KR: Konstruowania Rzedu zlozonosci.

Najmniejsza cyfra ztozona w rzedzie n-tym zaczyna si¢ od jedynki, po ktérej nastgpuje tyle zer, ile trzeba,
zeby razem z jedynka utworzy¢ ciag n-wyrazowy.

Np. najmniejsza cyfra ztozona rzedu drugiego sktada sie z wyrazéw tworzacych ciag ,,10”; rzad trzeci zaczyna si¢
od ,,100” itd.

Regula NR: Nastepstwa Rzedow

Cyfra najmniejsza w danym rzedzie (n) nastgpuje po najwigkszej cyfrze rzgdu mniejszego o jeden (n — 1).

Np., jesli rozwazaé (jak w w przyktadach poprzednich) notacj¢ dziesigtna, to najwigksza cyfra w rzedzie pierw-
szym jest ,,9”, po niej wigc musi si¢ zaczaé rzad drugi, a w nim nastgpujaca po ,,9”, jest najmniejsza cyfra dwuwy-
razowa; ta za$ — wedle reguty KR —jest ,,10”.

I teraz uwaga: w notacji binarnej najwigksza cyfra w rzedzie pierwszym jest ,,1”” oznaczajaca liczb¢ jeden. Po
niej wigc musi si¢ zacza¢ rzad drugi, a w nim nastgpuje po ,,1” najmniejsza cyfra dwuwyrazowa. Ta za$ wedle
reguty KR jest cyfra ,,10” oznaczajaca liczbe dwa.

Notacja tworzona wedle regut KR i NR nazywa si¢ pozycyjng. To bowiem, ktéra liczbe oznacza dana cyfra
zalezy nie tylko od jej ksztattu, lecz takze od jej pozycji w cyfrze ztozonej czyli w pewnym ciagu cyfr prostych. Np.
cyfra o ksztalcie ,,5”, bedac ostatnia pozycja ciagu, oznacza liczbg pigé, jak w ,,57, ,,157, ,,35”, ,,105” itd. Bedac
pozycja przedostatnia, oznacza pigédziesiat, jak w ,,517, ,,153”, ,,10055”. Badac na trzeciej pozycji od koiica,
oznacza liczbe pigéset, jak w ,,1543”. Stowem, numer pozycji liczonej od korica wskazuje na rzad wielkosci, do
ktérego si¢ zalicza dana dana pojedyncza cyfra w kontekscie jakiej$ cyfry ztozone;j.

§2. Poréwnanie notacji binarnej z dziesi¢tna

Przyjrzymy si¢ obecnie obecnie dwom kolumnom, z ktérych pierwsza wylicza kolejne liczby naturalne za pomoca
notacji binarnej (B), a druga za pomoca dziesigtnej (D). Nazwijmy to zestawienie Tabela Konwersji, jako ze
wskazuje ona sposéb przeksztatcania czyli konwersji zapisow binarnych na dziesigtne i odwrotnie.

Lw informatyce uzywa si¢ tez do pewnych celéw notacji szesnastkowej, a teoretycznie mozliwa jest kazda inna, cho¢ nie
kazda jednakowo praktyczna.
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Tabela Konwersji
B D liczba

0 0 Zero
1 1 jeden = 2°
10 2 dwa = 2!
11 3 trzy
100 4 cztery = 22
101 5 piec
110 6 szesé
111 7 siedem
1000 8 osiem = 23
1001 9 dziewigé

1010 10 dziesieé
1011 11 jedenascie
1100 12 dwanascie
1101 13 trzynascie
1110 14 czternascie
1111 15 pietnascie
10000 16 szesnascie = 2
Jak znajdowaé binarne cyfry zlozone, poczynajac od ,,10”? Zasada jest taka sama, jak przy znajdowaniu
dziesigtnych liczb ztozonych: trzeba dodac jeden do najwigkszej liczby z poprzedniego rzedu ztozonosci. W
notacji dziesietnej: 9 + 1 = 10. Tak samo w notacji binarnej: 1 + 1 = 10, bo skoro 1 jest najwigksza cyfra
binarna, to dodajac jeden przechodzimy do nastgpnego rzedu wielkosci. Dalej, gdy dochodzimy do najwigkszej
dwuwyrazowej cyfry binarnej ,,11” (trzy), dodajemy ,,1”, tzn. rachujemy, jak nastgpuje:
11
+1
100
Stosujemy przepis (algorytm) na dodawanie ,,w stupkach”, jak to czynia pierwszoklasisci wtajemniczani w system
dziesigtny. A wigc 1 plus 1 to (w notacji binarnej) 10. Wpisujemy teraz w pierwszej od konca kolumnie 0 pod
kreska, a 1 przenosimy do drugiej kolumny, zeby tam dodaé do 1. To znowu daje 10, wpisujemy wigc w tej
kolumnie O i przenosimy 1 do trzeciej od korica kolumny, tak otrzymujac 100.

Co zrobi¢, zeby poszukujac zapisu binarnego nie zaczyna¢ za kazdym razem dodawania od poczatku tj. od je-
dynki? Trzeba wykorzysta¢ fakt widoczny w kolumnie trzeciej Tabeli Konwersji w tych wierszach, wyréznionych
wytluszczeniem, ktére wskazuja na kolejne potegi liczby dwa. Zauwazamy, ze cyfra binarna oznaczajaca potege
liczby dwa ma tyle zer, ile wwynosi wyktadnik potegi.

1 =29, stad w ,,1” nie ma zer (wyktadnikiem potegi dwéch jest zero).
2 =21, stad w,,10” jest jedno zero.

4 = 22, stad w ,,100” jest dwa zera.

8 = 23, stad w ,,1000” jest trzy zera.

16 = 24, stad w ,,10000” jest cztery zera.

I tak dalej. Odnotujmy na potrzeby dalszych rozwazan kilka nastepnych poteg liczby dwa:
25 =32, 26 =64, 27 = 128, 28 = 256, 27 = 512, 210 = 1024.

Jak zapisa¢ binarnie liczbe, ktéra w notacji dziesigtnej zapisujemy np. jako ,,1930”? Popatrzmy na nia jako na
sume nastgpujacych sktadnikéw:

1930 = 1024 + 512 4 256 + 128 + 8 +2 = 210 429 4- 28 4- 27 - 23 4 2!
Pora opuscic¢ notacje dziesigtna i zapisac te liczbg w notacji binarnej, co prowadzi do nastgpujacego zapisu (kropki
wprowadzono w nim dla przejrzystosci):

10.000.000.000 + 1.000.000.000 + 100.000.000 + 10.000.000 + 1.000 + 10.

Po zsumowaniu dostajemy cyfre binarna: 11.110.001.010. Jesli jest to czyjas data urodzenia, to wiemy juz, jak ja
zapisa¢ w paszporcie elekronicznym, zeby ja mogt bezbtednie i bezwlocznie rozpoznaé, powiedzmy, elektroniczny
czytnik na przejs$ciu kontrolnym lotniska.
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§3. Dlaczego potega zerowa dowolnej liczby jest liczba jeden?

W drugim wierszu Tabeli Konwersji jest odnotowany fakt arytmetyczny, ktory budzi u niektérych pewne niedo-
wierzanie: dlaczego 2° = 1? Raczej nie skutkuje wtedy wyjasnienie, Ze jest to szczegélny przypadek ogélnego
prawa arytmetycznego (niech x reprezentuje dowolna liczbg naturalna):

2 =1.

Nasz sceptyk chciatby poznaé dowéd tego prawa. Jest on, szczeSliwie, niezwykle prosty. Zeby sie nacieszy¢ jego
prostota, trzeba tylko sobie u§wiadomic¢ dwa inne, bardziej podstawowe prawa, ktére oznaczymy jako Twierdzenie
1 i Twierdzenie 2 (gwiazdka jest znakiem mnozenia).

Tw. 1: 2™ % 2™ = 2™t Tw.2: o™ :a" =™ ",

Bezposrednio skorzystamy z Tw. 2, ale T. 1 jest przydatne ,,dla towarzystwa”, zeby méc lepiej si¢ wmysle¢ w sens
tych operacji. Zwazmy teraz, co nastgpuje.

Oczywiscie, zamiast uzyskiwac¢ 0 w wyniku odjecia 1 od 1 mozna wzia¢ do tego celu dowolng inng liczbe, ogdlnie:
20 = n .
Warto tez zauwazy¢, skoro juz tyle wiemy o potggowaniu, ze dogodnie jest postuzy¢ si¢ potega ujemna zamiast

takim utamkiem jak 1/2™ powstatym z dzielenia 1 : 2™. Oto wyjasniajace t¢ rzecz réwnania:

Kto nie bylby przekonany co do prawdziwosci Tw. 2, niech sobie wyobrazi dzielenie dwéch takich iloczynéw,
w ktorych wszystkie czynniki sa takie same, powiedzmy:

(3%3%3%3%3):(3x3).

W wyniku czyli w ilorazie bgdzie o dwa wyrazy mniej niz w dzielnej, poniewaz nastapi redukcja o te dwa wyrazy,
ktére sktadaja si¢ na dzielnik; oznacza to odjecie dwéch od pigciu. Poniewaz ilo$¢ powtdrzen tréjki w tym ilo-
czynie to tyle, co wykladnik potegowy liczby 3, mamy tu do czynienia z odejmowaniem jednego wykladnika od
innego, 5 — 3; jest to potega liczby otrzymanej w wyniku dzielenia. Stowem, 3° : 32 = 3°72. o



