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6. SzKkic uzasadnienia Twierdzenia Godla
o nieusuwalnej niezupelnosci arytmetyKki liczb naturalnych

1. Wyjasnienie terminéw wystepujacych w powyzszym tytule

Alan Turing w artykule "Computing machinery and intelligence"," w odcinku pt. "(3) The Mathe-
matical Objection”, przytacza wynik Godla (1931), a takze jego wilasny (1936), ktéry wskazuje
na ograniczenie mocy obliczeniowej maszyn Turinga (nazwanych "discrete-state machines" — dla
odrdznienia od maszyn analogowych, cechujacych si¢ stanami ciagtymi). Wynik ten streszcza Tu-
ring nastgpujaco (we fragmencie kursywa, dodang przez WM).
There are a number of results of mathematical logic which can be used to show that there are limitations to
the powers of discrete-state machines. The best known of these results is known as Gédel’s theorem, and

shows that in any sufficiently powerful logical system statements can be formulated which can neither be
proved nor disproved within the system, unless possibly the system itself is inconsistent.

To znaczy: w dowolnym dostatecznie mocnym systemie istniejq zdania [prawdziwe] — takie, Ze ani
dane zdanie ani jego negacja nie da si¢ w tym systemie dowies¢ [za pomocg czysto formalnych
regut logicznych dowodzenia], o ile system ten jest niesprzeczny.?

Przez dostatecznie mocny rozumie si¢ system z ktérego aksjomatow da si¢ wyprowadzi¢ arytme-
tyke. Takim jest arytmetyka liczb naturalnych, logiki wyzszych rzedéw i in. Nie jest w tym sensie
dos$¢ mocny np., rachunek zdan, totez twierdzenie Gddla go nie dotyczy (w systemie tym o kazdej
formule da si¢ rozstrzygnac, czy jest czy nie jest jego twierdzeniem, a stuzy do tego m.in. metoda
zerojedynkowa).

Reguly dowodzenia (inaczej, reguly wnioskowania) czysto formalne to takie, ktére opisuja do-
zwolone w danym systemie przeksztatcenia napisoéw przez odwotanie sie wytacznie do ich formy,
czyli ksztattu. Przyktadem — reguta odrywania: jesli sq twierdzeniem systemu zdanie w formie im-
plikacji i zdanie rownoksztatne z jej poprzednikiem, to jest tez twierdzeniem zdanie rownoksztattne
z nastepnikiem. Taki charakter czysto formalny maja reguty systemu logiki w wersji tabel analitycz-
nych (drzew semantycznych), w wersji Stupeckiego i Borkowskiego itd.

Zeby przez kontrast lepiej uchwycié istote regut formalnych, poréwnajmy je z nastepujaca reguta wniosko-

wania: Z tego, Ze y nastgpuje po x nalezy wywnioskowac, Ze y nie jest przyczynq x-a. Regula ta odwotuje

si¢ nie do formy zdan bedacych przestanka i wnioskiem, lecz do naszego rozumienia poje¢ przyczyny i

nastgpstwa w czasie. Jako inny przyktad rozwazmy reguta logiki modalnej: z faktu zaistnienia czego$

mamy wniosek o mozliwoSci zaistnienia (de esse ad posse valet illatio), lecz nie odwrotnie (de posse ad

esse non valet illatio. R6wniez i ta regula nie opisuje, jakie i w jakiej kolejnoSci wystepuja w przestance i

whniosku ksztatty symboli, odwotuje si¢ natomiast do znaczenia stéw ,.esse” i ,,posse”.

Ilekro¢ bgdzie dalej mowa o dowodzie, dowodzeniu czy dowodliwosci, zawsze miec si¢ bedzie
na uwadze dwowdd prowadzony wylacznie za pomoca regul czysto formalnych. Jest to proce-
dura zwana dowodem sformalizowanym. Ma ona cechy algorytmu, jest to bowiem ciag instruk-
cji méwiacych jak sprawdzaé krok po kroku poprawnos$¢ rozumowania, biorac pod uwage jedynie

L' Mind, vol. 59, no. 2236, Oct. 1950, 433-60.

2 Wtracenia w klamrach - WM. W powyzszym przekladzie przy stowie "system" opuszczono "logical"; jest
to termin wskazujacy na to, ze Godel i Turing traktowali arytmetyke jako dajaca si¢ wyprowadzi¢ z logiki,
wedle standardowego w owym czasie wzorca, jakim byto dzieto A. N. Whiteheada i B. Russella Principia
Mathematica (por. tytut referowanego tutaj artykutu Godla [1931]). Jest to podejscie poprawne, ale stracito ono
na aktualnos$ci za sprawa pewnych nowszych trendéw w metodologii matematyki.
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fizyczne cechy symboli (ich ksztalt i potozenie), aby po skonczonej liczbie krokéw uzyskac po-
twierdzenie poprawno$ci rozumowania, czyli stwierdzenie, ze wniosek istotnie wynika z przyjetych
przeslanek; tymi za$ zawsze, w ostatecznej instancji, sa aksjomaty danego systemu. Jesli algorytm
taki przettumaczymy z jezyka logiki predykatéw na jakiS jezyk programowania, otrzymamy pro-
gram komputerowy do sprawdzania poprawnosci dowodu.

Dla uniknigcia nieporozumien, rezygnujemy w obecnym tekscie z uzywania stowa ,,dowod”
itp. w innych znaczeniach, cho¢ z tymi innymi spotykamy si¢ czgsto i w jezyku potocznym i w
rozwazaniach naukowych. Nie uzyto wigc w tytule obecnego tekstu stowa ,,dowod”, cho¢ niektérzy
autorzy (np. Nagel & Newman [1952], stosujacy termin ,,proof”) postuguja si¢ nim dla okreSlenia
rozumowania Godla. Zamiast niego przyjeto termin ,,uzasadnienie” oznaczajacy postgpowanie,
w ktérym moze wystapi¢ rozumowanie nieformalne. Takie jest — jak zobaczymy — rozumowanie
Godla, gdyz odwotuje sig¢ ono do pojegcia prawdy, ktérego nie da si¢ wyrazi¢ wewnatrz systemu sfor-
malizowanego. Tak wigc, Godel — podsumujmy — uzasadnia w sposéb nieformalny, ze o ile system
arytmetyki jest niesprzeczny, nie kazda prawda arytmetyczna jest w nim dowodliwa formalnie.

Powyzszy fakt nazwano niezupetnosciq lub niepetnosciq arytmetyki; ,terminu arytmetyka”
uzywamy w calym obecnym tekscie na prawach skrétu, majac zawsze na uwadze arytmetyke liczb
naturalnych, tj. catkowitych dodatnich z wtaczeniem zera. Jest ona niezupelna, skoro nie wszystkie
prawdy arytmetyczne sg jej twierdzeniami, to znaczy zdaniami dajacymi si¢ wyprowadzi¢ z aksjo-
matéw za pomoca czysto formalnych regut dowodzenia.

Nie jest to cecha, ktéra datoby si¢ usunaé przez uzupetnienie systemu o jakies nowe elementy,
czy to aksjomaty, czy reguty dowodzenia. Wprawdzie mozna go w ten sposob wzmocnié i wtedy
pewne prawdy dotad w nim niedowodliwe stang si¢ dowodliwe, ale wtedy pojawia sie nowe zda-
nia prawdziwe 1 zarazem niedowodliwe, a po kolejnym wzmocnieniu, kiedy juz ich dowiedziemy,
znowu znajda si¢ prawdy niedowodliwe, i tak bez konca. Z tego wzgledu mowa jest w tytule o
niezupelnosci nieusuwalnej. 3

Jak si¢ dowodzi za pomoca regut formalnych wie kazdy, komu dane byto mie¢ kurs logiki for-
malnej z jej regutami dowodzenia, czy to w formie drzew semantycznych (zwanych tez tabelami
analitycznymi), w formie dedukcji naturalnej Stupeckiego i Borkowskiego, czy jeszcze innej. Tym,
czego tam si¢ dowodzi Srodkami logiki sa same twierdzenia logiki, co jest pouczajace, ale nie az
tak, jak dostrzezenie ptodnosci logiki w uprawianiu innych nauk, w szczegdlnosci matematyki. Ko-
rzystne wigc bedzie dla dalszych rozwazan zapoznac si¢ z aksjomatami arytmetyki (zeby ten czesto
przywolywany dalej termin nie brzmial pusto) oraz z przyktadowym dowodem jakiegos twierdzenia
arytmetycznego. PoSwigcimy temu nastgpny odcinek.

2. Aksjomatyka arytmetyki, przyklady dowodzenia

Ujecie teorii naukowej w postaci niewielkiego zbioru aksjomatéw i definicji, z ktérych logicznie
si¢ wyprowadza nieskonczona potencjalnie liczbe twierdzen, jest genialnym wynalazkiem mysli
greckiej. Taka strukturg nauki postulowat Arystoteles w swej teorii metododologicznej w Analitych
Wtérych, okoto roku 350 p.n.e., a praktycznie zrealizowal ja w p6t wieku péZniej w odniesieniu do
geometrii Euklides dziatajacy w szkole naukowej powstatej w Aleksandrii. Byta to aksjomatyzacja,
jak na obecny standard, daleka od doskonatosci, ale stanowita w dziejach mysli krok godny tytanéw.
Na ponad dwa tysiaclecia stala sig¢, obok sylogistyki Arystotelesa, wzorcem myslenia racjonalnego.
Szczegblnie zaptodnit on wielkich racjonalistow 17-go wieku, jak Kartezjusz, Leibniz, Spinoza i
Pascal, ktorzy postulowali stosowanie metody aksjomatycznej we wszelkich dziedzinach wiedzy,
ale w owym czasie skonczyto si¢ na postulatach.

3 Tym sie ttumaczy propozycja w ksiazce Kneale & Kneale [1962], zeby zamiast szeroko przyjetego an-
gielskiego terminu ,,incompleteness” uzywac, dla wigkszej Scistosci, terminu ,,incompletability”, co po polsku
trzeba by oddaé przez ,,nieuzupetnialno$¢”. Ale praktyczniej jest wprowadzi¢ termin ,,niezupetno$¢ nieusu-
walna” i uméwic sig, ze pomijajac dla skrécenia wypowiedzi przydawke, bedziemy ja zawsze mieé na uwadze.
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Dopiero koniec wieku 19-go przyniést imponujace wyniki, mianowicie aksjomatyzacje rachunku
logicznego (Gottlob Frege, 1879), geometrii w jej nowym zaawansowanym stanie, oraz arytmetyki.
Tego ostatniego dokonat w roku 1899 Giuseppe Peano, stad przyjeto si¢ okreslenie arytmetyka Pe-
ano. W oryginalnej wersji zawiera ona pigé aksjomatéw, ktoéra to listg poddawano réznym mody-
fikacjom, zachowujac jednak jej zasadniczy sens. Postuzymy si¢ tu wersja uproszczong do trzech
nastgpujacych aksjomatow.

Al. V,—(0 = s(z)), w skrécie ¥, (0 # s(x)), tzn. zero nie jest nastgpnikiem zadnej liczby.
A2. V.V, (s(z) = s(y) = = = y), tzn. liczby majace réwne nastepniki sa réwne.

A3, (®(0) A Vi (P(x) = P(s(x)))) = V.P(z) — aksjomat indukcji, gdzie ,,$” reprezentuje
dowolng ceche orzekang o liczbach.

Aksjomat indukcji mozna wyrazi¢ réwniez w postaci reguly, co tez uczynimy kierujac si¢ wygoda.
W praktyce bowiem dowodzenia postaé reguty, czyli przepisu postgpowania, bywa porgczniejsza,
bardziej oszczedzajaca czas 1 wysiltek, niz posta¢ twierdzenia (ze tak jest, wie si¢ z praktyki i nie
trudno wykazaé to teoretrycznie, ale wykraczatoby to poza obecny temat). + Oto Reguta Indukcii,
w skrocie R.Ind.

©(0), V. (®(x) = ®(s(x))
V. ()

Zobaczymy na przyktadach, jak narzedzia te si¢ sprawiaja w akcji dowodzenia. Dowiedziemy
dwéch twierdzen arytmetycznych, ktérym jak najdalej do bycia rewelacyjnymi, ale za to tak pro-
stych, ze dowdd nie powinien zmeczy¢ nawet najbardziej meczliwych. Pierwszy z dowodéw ma
potwierdzié tg oczywisto$¢, ze zadna liczba nie jest swym wlasnym nastgpnikiem, a drugi tg, ze
jednos¢é mniejsza jest od dwoch.

Na ewentualne pytanie, dlaczego zajmujemy sie dowodzeniem takich oczywistosci, jak ta znana juz przed-
szkolakom, ze 1 < 2, odpowiedZ znajduje si¢ w strukturze teorii aksjomatycznej. Do wynikéw nie-
banalnych, dalekich od subiektywnej oczywistos$éi, dochodzimy w procesie dowodzenia krok po kroku,
wychodzac od najprostszych, na ktérych buduje¢ si¢ nastgpne, coraz trudniejsze i bogatsze w zastosowania.

Pzyktadem twierdzenia, ktérego nie odbieramy juz jako oczywiste, a majacego kolosalne zastoso-
wania moze by¢ tzw. podstawowe twierdzenie arytmetyki (z niego w sposéb istotny, jak zobaczymy,
korzysta rozumowanie Godla). Jest to twierdzenie, ze kazda ztoZona liczba naturalna ma doktadnie
jeden rozktad na czynniki pierwsze. Przyktady dowod6w czerpiemy tu, rzecz jasna, nie z zaawanso-
wanych partii arytmetyki, do ktérych trzeba by docieraé przez kolejne coraz zmudniejsze dowody,
ale z tych najbardziej elementarnych. To wystarcza, zeby zilustrowaé algorytmiczny, czyli czysto
formalny, charakter dowodzenia; mianowicie, serii przeksztalcen, ktérych si¢ dokonuje wedle regut
uwzgledniajacych tylko fizyczne (ksztalt 1 potozenie) cechy symboli. Oto nasze twierdzenia.

T1. V,(x # s(x)), tzn. zadna liczba nie jest swoim nastgpnikiem.
Dowéd

1. V4 (0 # s(z)) ... Al (przyjmujemy ten aksjomat za pierwszy wiersz dowodu).

2. 0# s(0) .... 1, ROp.Y, z podstawieniem nazwy ,,0” za ,,x”, w skrécie: x /0.

3. VoVy(s(z) =s(y) = x=y) ... A2

4. Vy(s(z) = s(s(x)) = = =s(x)) ... 3, ROp.Y, y/s(x).

4 To rozwigzanie praktyczne stosuj¢ (z pewna modyfikacja) za Grzegorczykiem [1971]; zasad¢ indukcji
wylacznie w postaci aksjomatu przedstawia np. Sierpinski [1955], Marek [1981].



4 W. Marciszewski: Szkic uzasadnienia Twierdzenia Godla

5. Vu(z # s(z) = s(z) # s(s(x))) ... 4, R.Transpozycii, §. % (dowodliwa m.in. w
Systemie Drzew Semantycznych).
6. Vi(zr # s(x)) ... 2,5, RIndukcji, gdzie wlasnos¢ ® polega na tym, ze dana liczba nie jest swym

nastgpnikiem.

Stownie: Zero nie jest swym nastgpnikiem (wiersz 2). Zarazem: jesli jakakolwiek liczba nie jest
swym nastepnikiem, to 1 jej nastepnik nie jest swym nastgpnikiem (wiersz 5). A wigc — w mySl
Reguty Indukcji — zadna liczba nie jest swym nastgpnikiem (wiersz 6), c.b.d.d.

T2. 1 # 2, przy rozumieniu nazw ,,1” 1,,2” w mysl definicji: Df.I: 1 = s(0), Df.IL: 2 = s(1).

Dowdéd A
1. Vo(x # s(x)) ... TL
2. 1#s(1) ... ROpY, z/1.

3.1+# 2 ... wiersz 2 i Df.II, zastapienie ,,s(1)” przez ,,2”.

Dowdéd B (bez uzycia aksjomatu indukcji)
1. V(0 # s(x)) ... Al
0# s(0) ... 1, R.Op.Y, z/0.
0#1 ... 2, DfL
Voy(s(z) = s(y) ==
VoVy(x #y = s(x) # s(y)) ... 4, R.Transpozycji.
0# 1= 5s(0)#s(l) ... 5, ROp.Y, /0, y/1.
s(0) # s(1) ... 3, 6, R.Odr.

=9Y) ... A2

R B

1+#2 ... 7, Df1, DfIL

Pouczajace jest poréwnanie dowodow A i B. Pierwszy jest znacznie krétszy dzigki powotaniu si¢
na T1, do ktérego uzyskania zastosowano regul¢ indukcji. Ilustruje to ogélniejsza prawidtowosc, ze
przy zastosowaniu mocniejszych Srodkéw dowodowych, jak wzmocnienie aksjomatyki lub zbioru
regut, pewne dowody staja si¢ krétsze. Dodajmy, co wiadomo skadinad, ze pewne twierdzenia,
ktérych nie da si¢ w ogdéle dowies¢ przy danym zasobie Srodkéw dowodowych, staja si¢ dowodliwe
po wzbogaceniu tego zasobu. Ma to kolosalne znaczenie dla tego dzialu Sztucznej Inteligencji, jakim
jest automatyczne dowodzenie twierdzen programem zwanym prover oraz automatyczne sprawdza-
nie twierdzen dowiedzionych przez cztowieka programem zwanym checker. Programy takie sa tym
efektywniejsze, im mocniejsze si¢ zastosuje Srodki dowodowe w wykorzystywanej przez nie logice.

Nie zawsze takie wzmacnianie jest bezdyskusyjne. Niektére Srodki dowodowe sa niechg¢tnie widziane lub
wrecz odrzucane ze wzgledu na pewne opory filozoficzne. Np. filozofia nominalistyczna sktania do unika-
nia logik wyzszych rzgdéw, tj. takich, w ktérych dopuszczenie kwantyfikacji zmiennych reprezentujacych
zbiory angazuje ontologicznie w poglad o istnieniu zbioréw, uchodzacy wsréd nominalistow za rodzaj me-
tafizycznego przesadu.

Ta gar$¢ wiadomosci o arytmetyce postuzy jako jeden z tropéw prowadzacych do sedna rozu-
mowania Gddla. Skrzyzuje si¢ on z jeszcze innym tropem, nie mniej doniostym, o ktérym mowa w
nastgpnym odcinku.
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3. Zdanie Godlowskie jako element osobliwej klasy zdan samo-krytycznych

Na ktéryms$ z zamierzchtych etapow dziejow jezyka pojawit si¢ zaimek zwrotny, ktéry polszczyzna
wyraza rdzeniem ,,sam” (byl to tez moze moment narodzin Swiadomosci, gdy w taki samozwrotny
sposOb umyst ludzki zaczat traktowac siebie). Obiektem zwacajacym si¢ ku samemu sobie moze by¢
umyst ludzki, i wtedy jest miejsce na okreSlenia: samoswiadomos¢, samolubstwo, samouwielbienie,
samoksztalcenie, samopoznanie, samokrytycyzm itp. Tu jednak beda nas interesowaty inne obiekty
zdolne do samozwrotnos$ci, mianowicie wypowiedzi jgzykowe. Istnieje kategoria zdan orzekajacych
co$ o sobie, na tyle bogata, ze wyr6znimy w niej trzy klasy, zeby skupié si¢ ostatecznie na jednej
z nich — tej, w ktérej miesci si¢ zdanie analizowane przez Godla, stusznie na jego czeS¢ nazwane
gddlowskim. Rozréznimy te klasy pod katem stosunku do prawdziwosci, oznaczajac je kolejno
literami A, B, C.

Klasa A jest tworzona za pomocg takich predykatéw, ze zdanie z danym predykatem w pewnych
kontekstach jest prawdziwe, w innych fatszywe. Naleza tu np. zdania nastgpujace.

,Niniejsze zdanie jest wypowiedziane po polsku.” — prawdziwe.
,,Niniejsze zdanie jest wypowiedziane po chifsku.” — fatszywe.
,Niniejsze zdanie sktada si¢ ze stu wyrazéw.” — fatszywe.
,Niniejsze zdanie sktada si¢ z szeSciu wyrazow.” — prawdziwe.

Klas¢ A, cho¢ nie o niej bedzie dalej mowa, trzeba wspomnie¢ dla udokumentowania, ze zjawisko
samozwrotnosci samo w sobie nie jest czym$ negatywnym. Mamy tu do czynienia z wypowie-
dziami, ktére sa poprawne gramatycznie, zrozumiate, sprawdzalne co do wartoSci logicznej i nie
wiktajace si¢ w zadne sprzecznos$ci. Trzeba t¢ poprawno$¢ mie¢ na uwadze, zeby nie przypisaé
catemu zbiorowi zdafi samozwrotnych pewnego rysu patologicznego, ktéry cechuje klas¢ B. Jej
ostawionym reprezentantem jest wypowiedZ w rodzaju:

Zdanie umieszczone w tej ramce jest fatszywe.

Konstrukcja ta ma liczne wersje, wszystkie sygnalizujace ten sam problem. Mozna ja tez ujaé
w sformutlowaniu: ,Niniejsze zdanie jest falszywe”. Mozna ja zbogaci¢ o pewna fabulg, jak to
czynili starozytni, wsréd ktérych kursowat stereotyp Kreteiczyka jako notorycznego ktamcy, tak iz
uwazano, ze kazdy Kretenczyk w kazdej sytuacji ktamie. Wtedy pojawial si¢ problem, jak ocenié
co do prawdziwosci wypowiedZ Kreticzyka, ktory by powiedziat ,,Ja teraz ktamig”. JeSli mowiac to
ktamie, to prawda jest ze ktamie, a wigc prawda jest to, co méwi o sobie. A jesli mowi prawde, gdy
powiada, ze ktamie, to naprawdg¢ ktamie, czyli czyni to, co sobie w tym zdaniu przypisuje; a skoro
istotnie jest tak, jak méwi, to méwi on prawde.

Nad ta tamigtéwka wiele tegich gléw trudzi si¢ od conajmniej dwodch 1 pét tysiecy lat. Rozmaite
rozwiazania zapelnityby pokaZny regat biblioteczny, co wystarcza, zeby si¢ nimi nie zajmowac w
ograniczonych objetosciowo ramach tych rozwazan. Wspommnie¢ jednak klas¢ B nalezato, by za-
pobiec jej pomyleniu z klasa C, z pozoru podobna, a w gruncie rzeczy radykalnie odmienna. Podczas
gdy kazde zdanie z klasy B okazuje si¢ beznadziejnie falszywe, skoro jego fakszywo$¢ wynika na-
wet z zalozenia, ze mowi prawde, to zdanie z klasy C jest, by tak rzec, beznadziejnie prawdziwe. Nie
ma bowiem mozliwosci, zeby byto fatszywe, skoro nawet z zatozenia jego falszywosci wynika, ze
musi by¢ prawda (natomiast, inaczej niz w przypadku B, z zatozenia jego prawdziwosci fatszywos¢
nie wynika).

Z czego si¢ bierze tak osobliwa wlasno$¢? Punktem wyjScia jest fakt, ze istnieja pewne kryteria
prawdziwosci zdan (spostrzezenie zmystowe, oczywisto$¢ intelektualna etc.). Kazde takie kryte-
rium jest warunkiem wystarczajacym prawdziwosci, nie bedac jednak koniecznym. Niech bgdzie
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to kryterium, ktére oznaczymy umownie symbolem ,,K”. Pewne zdania je spetniaja i to wystarczy,
zeby przystugiwata im prawdziwosc.

Bywa, ze jakie$ zdanie orzeka o sobie samym, ze spelnia, lub ze nie spetnia kryterium K. Moze
to przybraé form¢ wypowiedzi ,,Niniejsze zdanie nie spetnia kryterium K”. Dla dalszych rozwazan
dogodnie bgdzie zamiast postugiwac sie terminem okazjonalnym ,,niniejsze” nadaé zdaniu jaka$
nazwe, powiedzmy «, 1 postuzy¢ si¢ nig dla celow samoorzekania. Mamy wigc:

[a] Zdanie « nie spetnia kryterium K.

Jaka warto$¢ logiczna ma «, gdy przyjaé, ze K jest warunkiem dostatecznym, a wigc gwarantem,
jego prawdziwosci? Musi to by¢ zdanie prawdziwe. Od tej koniecznosci nie ma ucieczki. Gdyby bo-
wiem uznad, ze jest to zdanie fatszywe, to prawda bytoby jego zaprzeczenie, a wigc to, ze spetniatoby
ono kryterium K. Ale spetnianie kryterium K pociaga z konieczno$ci prawdziwos¢. A zatem, o ile «
jest fatszywe, to jest prawdziwe. Takie wynikanie prawdziwosci z zatozenia o fatszywoS$ci zapewnia,
prawdziwos¢é; obowiazuje wszak prawo logiki: (—p = p) = p.

Mozemy rozpatrywac rozne konkretyzacje powyzszego schematu. Jesliby za kryterium przyjac
Boze objawienie zapisane w ksigdze Swigtej, np. w Koranie, to wtedy musi by¢ prawdziwe zdanie:

[#] Zdanie 3 nie jest objawione.

Zastosujmy do tego przypadku podane wyzej rozumowanie. Gdyby [ bylo fatszywe, prawda bytaby
jego negacja, a wigc bytoby prawda, ze jest ono objawione. Zas jako objawione musi by¢ prawdziwe.
Znéw prawdziwos¢ wynika z jej zaprzeczenia, a wigc definitywnie si¢ potwierdza. Mozemy braé
dowolne inne kryterium, np. oczywisto$¢ kartezjaiska, nazwawszy zdanie, ktore ja posiada karte-
zjanskim. Wtedy musi by¢ prawda powiedzenie w rodzaju ,,Niniejsze zdanie nie jest kartezjanskie”.
Itd.

Zeby zamiast mato méwiacej etykiety ,,C” mie¢ do dyspozycji nazwe bardziej sugestywna, wy-
powiedzi z interesujacej nas klasy okreslimy jako zdania samo-krytyczne. Ich przyktady to a, (3 etc.
Ot6z do takich zdaf samo-krytycznych nalezy to wystgpujace w rozumowaniu Gédla, ktére przyjeto
si¢ nazywaé zdaniem godlowskim. Mamy w nim na uwadze prawd¢ matematyczna, a dokladniej,
prawde w arytmetyce liczb naturalnych. Warunkiem wystarczajacym prawdziwosci jest to, zeby
dane zdanie byto dowodliwe z aksjomatéw arytmetyki (omawianych wyzej jako formuty Al, A2
i A3). Cechg t¢ nazywamy krétko dowodliwosciq. Oczywiscie, nasze kryterium funkcjonuje pod
warunkiem, ze akjomaty sa prawdziwe; wszak wywodzac co$ logicznie wg regut logiki ze zdania
fatlszywego, nie mielibySmy zadnej pewnoSci, ze otrzymamy prawde (cho¢ czasem mozna by ja
otrzymac przez przypadek).

Warunek prawdziwosci aksjomatyki jest réwnowazny warunkowi jej nieprzecznosci.
Sprzecznos¢ bowiem implikuje falszywos¢ ktéregos elementu w parze zdan sprzecznych. I od-
wrotnie, falszywos¢ implikuje sprzecznos$¢, gdyz ze zdania falszywego wynikaja logicznie, a wigc
sa dowodliwe, dowolne zdania, w tym pary zdan sprzecznych. Np. ze zdania 1=2 da si¢ udowodnié
sprzecznosc, korzystajac z aksjomatu A2 (1 = 2 = 0 = 1), co daje wniosek 0 = s(0), sprzeczny z
aksjomatem Al.

Mamy juz wszystkie dane, zeby sformutowaé zdanie godlowskie w jego wersji metalogicznej.
To znaczy takiej, w ktdrej zdanie to méwi coS 0 sobie (greckie ,,meta” znaczy ,,0”’), mianowicie o tej
cesze logicznej, jaka jest niedowodliwos$¢. Ostatecznym przedmiotem rozumowania bgdzie wersja
zdania godlowskiego arytmetyczna, ale dla jej otrzymania konieczna jest w punkcie startu postaé
metalogiczna. Opatrzymy to zdanie etykieta ,,y” 1 niech to bedzie jego imi¢ wtasne. Mamy wigc:

[v] Dla zdania v nie ma dowodu formalnego w arytmetyce liczb naturalnych.

Najkrécej: v jest niedowodliwe.
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4. Od skladni logicznej do arytmetyki przez odwzorowanie i kodowanie

4.1. Odwzorowanie naturalne. Prostym jego przyktadem jest odbicie przedmiotéw w lustrze.
Odbija si¢ w nim fragment §wiata fizycznego — powierzchnie znajdujacych si¢ przed lustrem przed-
miotéw. Jest to pewien system czyli uktad (stéw tych uzywa si¢ zamiennie) fizyczny; nazwijmy go
oryginatem. Odbicie oryginatu tez stanowi uktad fizyczny, a migdzy nimi zachodzi taki stosunek, ze
z opisu kazdego z nich mozna dosta¢ wiarogodny opis drugiego. Opis sklada si¢ ze zdan, a kazdemu
prawdziwemu zdaniu w jednym opisie jest jednoznacznie przyporzadkowane zdanie prawdziwe w
drugim; np. skradajacego si¢ napastnika potencjalna ofiara moze dostrzec w lustrze i1 bedzie to infor-
macja tak samo wiarogodna jak spostrzezenie w naturze. Owa wiarogodno$¢ to istotny dla dalszych
rozwazan rys stosunku odwzorowania. W przypadku lustra i innych uktadéw fizycznych rys ten jest
zagwarantowany przez odpowiednie prawa przyrodnicze, np. prawa optyki.

Odwzorowanie moze zachodzi¢ takze migdzy systemami, na ktére skiadaja si¢ nie elementy
fizyczne lecz obiekty abstrakcyjne. Stawnym historycznym przyktadem jest stosunek migdzy dzie-
dzing geometrii i systemem liczb rzeczywistych. Zachodzi, mianowicie, wzajemnie jednoznaczne
przyporzadkowanie liczb i punktéw w kartezjanskim uktadzie wspoirzednych. Zwiemy go karte-
zjanskim, gdyz przelomowe dla matematyki odkrycie tego odwzorowania, znane pod nazwa geo-
metrii analitycznej, jest dzietem Kartezjusza.® Inny stawny przyktad to wzajemne odwzorowanie
systemu opisywanego przez rachunek zdan (Z) i systemu opisywanego przez rachunek zbiorow
czyli klas (K). Prawdg logiczng (tautologicznos¢) oraz falsz logiczny (sprzecznos¢) systemu Z od-
wzorowuja w systemie K, odpowiednio, klasa uniwersalna i klasa pusta. Negacji zdania odpowiada
dopetnienie klasy, koniunkcji zdafi iloczyn klas, alternatywie suma klas itd.

Np. twierdzeniu ,,p VV —p jest prawdq logicznqg” odpowiada twierdzenie, ze klasa wraz ze swym
dopetnieniem tworzy klasg¢ uniwersalna: X U —X =/.

Twierdzeniu ,,p A —p jest fatszem logicznym” odpowiada twierdzenie, ze klasa wraz ze swym
dopelnieniem tworzy klase pusta: X U —X = ().

Kazde ze zdanh w takiej parze odpowiednikéw jest prawdziwe wtedy i tylko wtedy, gdy prawda
jest drugie. Jak ilustruja powyzsze przyktady, dotyczy to zaréwno systemow fizycznych, jak i sys-
temow tworzonych przez obiekty abstrakcyjne (liczby, klasy itp.). Jedne i drugie naleza do natury
jako sfery, ktora nie jest dzietem czlowieka, a ktora odrézniamy od sfery kultury. Nazwiemy wigc
odwzorowania z dziedziny natury mianem naturalnych, a inne, o ktérych mowa nizej, nalezace do
kultury, mianem konwencjonalnych.

4.2. Odwzorowanie konwencjonalne przez kodowanie. Bywa, ze w stosunku odwzorowania
jeden czton nalezy do natury (fizycznej lub abstrakcyjnej), a drugi jest wytworem cztowieka, sta-
nowiac system ustanowionych przezen konwencjonalnie (umownie) znakéw. Wtedy mamy do czy-
nienia z odwzorowaniem konwencjonalnym. Taki system znakéw jest rodzajem szeroko pojetego
kodu.

Z kodem w sensie Scistym, czyli szyfrem, mamy do czynienia wtedy, gdy wystepuja nie dwa systemy lecz
jeden, opisywany za pomoca dwdch jezykéw, z ktérych jeden jest zastany, a drugi umys$lnie wytworzony w
celu przektadania nan wyrazen tego pierwszego. Przektad, zwany kodowaniem lub szyfrowaniem, dokonuje
si¢ za pomoca umyslnie utworzonego zbioru regut, tzw. klucza kodowego. Zwykle ma to na celu utajnianie
informacji, zeby nie miat do niej dostepu nikt, kto znajac jezyk zastany, nie zna szyfrujacego go klucza,
ktéry stuzy takze do deszyfrowania.

Szersze pojecie kodu otrzymujemy wtedy, gdy nazwiemy tym terminem konwencjonalny system
znakow, jak ten tworzacy np. mape, majacy odwzorowywac pewien system naturalny. Na miano kodu

° Towarzyszy temu anegdota opowiedziana przez samego Kartezjusza, ze stafo si¢ to w wyniku Bozego
natchnienia, ktére go nawiedzito wieczorem przy kominku na kwaterze w Ulm, gdzie miat postdj jako zolnierz
najemny w wojnie trzydziestoletnie;j.
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zastuguje taki system znakowy z tej racji, ze podobnie jak w przypadku szyfru jest on wytworzony umow-
nie do okreslonego celu. Stanowi on jednak, inaczej niz szyfr, osobna dziedzing dajaca si¢ poréwnywaé z
kodowang przezeni dziedzing naturalna.

Prostego przyktadu odwzorowania konwencjonalnego dostarcza kod znakéw drogowych. System
znakéw jest przyporzadkowany pewnemu fragmentowi rzeczywistoSci naturalnej, na ktéry skladajq
si¢ takie obiekty, jak zakrety, przeszkody, miejsca postoju, wielkosci mogace cechowaé predkosc
pojazdu itd. Morat, jaki trzeba nam wyciagnaé z tego przyktadu jest tylko jeden, ale bardzo dla
dalszego rozumowania wazny. Mianowicie, gdy mamy dwa zdania, z ktérych jedno opisuje pewien
element naturalny, a drugie przyporzadkowany mu element konwencjonalny, pierwsze jest praw-
dziwe wtedy i tylko wtedy, gdy jest prawdziwe drugie. Moga to by¢ np. zdania ,.tu jest zakret” i
,tu umieszczony jest znak o takim a takim ksztatcie” (trzeba 6w ksztalt jakos opisac); oczywiscie,
przyktad ten ten dotyczy oznakowania bezbtgdnego, gdy kazdy zakrgt opatrzony jest znakiem i nie
ma go nigdzie, gdzie nie ma zakretu.

Wzmocnijmy jeszcze nasz moral za pomoca przyktadu z mapa. Sklada si¢ ona ze zrdznico-
wanych pdl traktowanych jako znaki przyporzadkowanych im elementéw terenu: wigksze kétka
przyporzadkowane wigkszym miastom, mniejsze mniejszym; kreski niebieskie rzekom, czarne dro-
gom; réznym wzniesieniom — znaki zwane poziomicami itd. Mapa jest wiarogodnym narz¢dziem
orientacji w terenie dzigki temu, ze kazdemu zdaniu prawdziwemu w opisie mapy odpowiada (w
idealnym przypadku) doktadnie jedno zdanie prawdziwe w opisie terenu. Na przyklad, jesli wedtug
klucza kodowego 1cm. oznacza 10km., to zdaniu ,,kétko oznaczajace miasto A dzieli Scm. od kétka
oznaczajacego miasto B” odpowiada zdanie ,,od miasta A do miasta B jest 50 km”. Kazde z nich jest
prawdziwe wtedy i tylko wtedy, gdy prawda jest drugie. Tego rodzaju rownowazno$¢ miedzy zda-
niami, ktore opisuja przyporzadkowane sobie wzajem elementy obu systemow, odegra decydujaca
rolg w rozumowaniu gédlowskim.

4.3. Godel: odwzorowanie naturalne przy pomocy kodowania. Celem rozumowania,
do ktérego szykujemy niezbgdne instrumentarium, jest wykazanie, ze istnieja w arytmetyce zdania
niezalezne czyli takie, ze ani dane zdanie ani jego negacja nie da si¢ formalnie dowie$¢ na podstawie
aksjomatow. Jako punkt wyjscia postuzy konczace wyzej odcinek 3 sformutowanie:

[v] Dla zdania ~y nie ma dowodu formalnego w arytmetyce liczb naturalnych.

Nalezy ono do opisu systemu logiki; jest wigc wypowiedzia metalogiczna, a rozwazany opis nazy-
wamy skfadniq logiczng.® Wyobrazmy sobie, ze zdanie vy zostalo zakodowane w jezyku arytme-
tyki. Staje si¢ wtedy formulg arytmetyczng stwierdzajaca zachodzenie pewnego stosunku migdzy
liczbami; jest ona niewatpliwie prawdziwa, skoro jest rownoznaczna (na mocy klucza kodowego)
zdaniu ~, ktérego prawdziwos¢ zostata wykazana (por. odc. 3). A jesli zdanie arytmetyczne jest
rownoznaczne (na zasadzie przektadu kodowego) z prawdziwym zdaniem metalogicznym stwier-
dzajacym wtasng niedowodliwosé, to 1 zdanie arytmetyczne musi by¢ niedowodliwe.

Konieczny wigc bedzie klucz kodowy, ktéry umozliwi przektad zdania metalogicznego -y na zda-
nie arytmetyczne. W tym drugim nie moze si¢ pojawi¢ stowo w rodzaju ,,niniejsze”, obce jezykowi
arytmetyki. Wyjscie z tej trudnoSci polega na tym, ze dzigki pewnej pomystowej konstrukcji przy-
porzadkuje si¢ zdaniu arytmetycznemu jako jego numer t¢ sama liczbg, powiedzmy N, o ktérej to
zdanie co$ orzeka. Zeby uprzytomnié punkt docelowy naszego rozumowania, przedstawmy sobie

6 Uwazny czytelnik moze dostrzec, zapoznajac si¢ z godlowskim kluczem kodowym, ze sa w nim dwa sym-
bole nie nalezace do takiej logiki, jaka poznal ze wspdtczesnych podrecznikéw, mianowicie symbole zera i
nastepnika. Jak juz wspomniano (przypis 2), takie pojmowanie jezyka logiki, ze obejmowato ono symbole
teoriomnogosciowe 1 arytmetyczne, byto przyjete w czasach Godla. Cho¢ dzi§ dominuje w tej materii inna
tendencja, nie bedzie szkody, gdy dla uproszczenia opisu bedziemy nadal zalicza¢ symbole ,,0” 1 ,,5” do sktadni
logiczne;j.
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schematycznie, jaki bedzie ksztalt formuty arytmetycznej méwiacej o wlasnej niedowodliwosci. Ma
ona stwierdzi¢, co nastgpuje: nie istnieje ciag formut, ktéry bytby dowodem zdania majacego numer
N.

Ciagom formut takze przyporzadkowuje si¢ numery kodowe. To wigc, ze nie istnieje ciag bedacy
dowodem zdania [N znaczy, ze nie istnieje liczba, ktéra bytaby numerem takiego ciagu.

Rézne wyrazy z powyzszego zdania metalogicznego dadza zapisaé w jezyku arytmetyki.
Stowom logicznym ,,nie” (—) i ,,istnieje” (J) oraz zmiennej ,,x” nasz klucz kodowy przyporzadkuje
pewne liczby. Tylko dla zwrotu z jezyka sktadni logicznej, ,,jest dowodem™ pozostaje znaleZ¢ sposdb
zakodowania liczbowego, przez co otrzymamy symbol pewnej relacji arytmetycznej” Oznaczmy ja
symbolem ,,Ap” (Arytmetyczny odpowiednik Dowodliwosci), a bedziemy w stanie zapisaé sche-
matycznie zdanie arytmetyczne o wlasnej niedowodliwosci — gdy juz uda si¢ skonstruowacd je tak
zmySlnie, zeby liczba stanowiaca jego numer kodowy N byta ta sama liczba, o ktérej zdanie to méwi
jako o numerze formuty niedowodliwej. Otrzymamy nastgpujacy zapis.

[*] =3.(Ap(x, N)), gdzie N jest numerem formuty oznaczonej gwiazdka.

To znaczy: zdanie, ktérego numerem jest liczba N moéwi cos o liczbie N, a wigc o sobie samym.
Moéwi zas$ to, ze nie ma liczby, ktéra bylaby numerem jego dowodu; a skoro nie ma takiego numeru,
nie ma i dowodu.

Odwzorowanie sktadni logicznej w arytmetyce jest stosunkiem zachodzacym migdzy dwoma juz
istniejacymi systemami, jak to ma miejsce w odwzorowaniach naturalnych. Nie powstaje ono, jak
w przypadku mapy dopiero w wyniku stworzenia konwencjonalnego systemu znakéw kodujacych
opis wiasciwosci terenu. Mogloby si¢ wigc wydawaé, ze nie jest potrzebny klucz kodowy, wy-
starczy tylko odkry¢ i opisac istniejace obiektywnie odwzorowania, tak jak Kartezjusz odkryt sie¢
relacji migdzy punktami i liczbami rzeczywistymi. Sytuacja jednak nie jest w tym przypadku ani
doktadnie taka, jak przy odwzorowaniach naturalnych, wyzej przytaczanych, ani taka jak przy two-
rzeniu odwzorowan konwencjonalnych.

Aby odwzorowac sktadni¢ logiczna w arytmetyce, wykorzystuje si¢ tylko czgs¢ arytmetyki. Mia-
nowicie, przyporzadkowujemy symbolom logicznym takie lub inne wybrane liczby naturalne (np.
z pewna preferencja, jak zobaczymy, dla liczb pierwszych). Nie sa to liczby zupelnie dowolne,
lecz tak umiejetnie dobrane, zeby udalo si¢ stworzy¢ arytmetyczny odpowiednik stosunku dowo-
dliwosci, oraz skonstruowa¢ formutg orzekajaca ten stosunek arytmetyczny o liczbie bgdacej tejze
formuty nazwa w postaci numeru. O takim pomystowym kluczu kodowym méwi nastgpny odcinek.

5. Klucz kodowy do arytmetyzacji skladni logicznej

Odcinek ten nalezy prowizorycznie zastapi¢ tekstem dostarczonym jako wydruk z ksiazki: E. Nagel
i J. K.Newman, Twierdzenie Godla, PWN 1966. W Tablicy 2 symbol ,,~” nalezy (ze wzgledu na
sformutowania podawanych potem przyktadéw) zastapic przez ,,—”, za$ ,,DO” przez ,,="".

6. Konstruowanie zdania G[odlowskiego] — poczynajac
od wpisania numeru pewnej formuly w niaq sama

6.1. Jak sprawi¢, zeby zdanie metalogiczne ~ stwierdzajace prawdziwie wtasna niedowodliwos¢
w arytmetyce (przy zalozeniu jej niesprzecznosci) dato si¢ wyrazi¢ w jezyku arytmetyki? Jesli
si¢ to uda, mie¢ bedziemy zdanie arytmetyczne — nazwiemy je G — ktére na mocy zakodowania jest
rownowazne prawdziwemu zdaniu metalogicznemu o wlasnej niedowodliwosci. Skoro réwnowazne
prawdziwemu, to prawdziwe. Tak znajdziemy niedowodliwa formalnie w arytmetyce prawdg aryt-
metyczna.

7 Godel zdefiniowat taka relacje arytmetyczna, ale prowadzace do tego postgpowanie jest jest zbyt skompli-
kowana, zeby zdawac zen sprawe na tym miejscu.
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Recepta na sukces tego zamierzenia jest nastgpujaca. Za punkt wyjScia naszej operacji bie-
rzemy zdanie ND 4 (nizej). Ap (jak juz wspomniano) jest to relacja bedaca arytmetycznym od-
powiednikiem relacji bycia dowodem, zachodzaca migdzy liczbami, z ktérych jedna jest numerem
dowodu, a druga numerem formuty dowodzonej. Oto schemat Arytmetycznego odpowiednika zda-
nia méwiagcego o NieDowodliwosci jakiego$ zdania; jego szczegdlnym przypadkiem (do ktérego
przejdziemy niebawem) bedzie zdanie méwiace o niedowodliwosci samego siebie.

[NDAl] —ELT(AD(IE, Z))

Trzeba teraz znalez¢ taka liczbe, ktéra — po podstawieniu za zmienng 2 i obliczeniu numeru formuty
powstalej z tego podstawienia — okaze si¢ by¢ jej numerem.

6.2. Sposéb znajdowania numeru pewnej formuty, powstajacej w wyniku wpisania w inng formute
jej wilasnego numeru, niech zilustruje nastgpujacy przyktad (umowna nazwa formuty jest podana na
poczatku wiersza, a jej numer na konicu). Rozwazmy zdanie:

Z1. E (x = sy) ... nrk.

Za zmienna nr 13 (tj. y) podstawmy w tym zdaniu jego numer k. Zapisu tego dokonamy za pomoca
symboli pierwotnych ,,0” 1 ,,s”, nie dysponujemy bowiem w naszym kodzie symbolami cyfrowymi
dla liczb wigkszych niz 0. Otrzymujemy, co nastgpuje.

Z72. E,(x = s(s...0) ... nrn.

W nawiasie zawierajacym wielokropek bedziemy mie¢ k£ wystapien symbolu ,,s”. Formuta Z2, przy
tej nowej (w stosunku do Z1) strukturze, bedzie mie¢ numer, ktéry oznaczyliSmy jako n.
Oczywiscie, n # k. Liczba n jest jednoznacznie zdeterminowana przez nastgpujaca roznicg
zachodzaca migdzy Z1 i Z2. Obliczajac numer zdania Z2, zamiast pewnej liczby pierwszej w Z1
podniesionej do potegi 13 wpisujemy iloczyn, ktérego czynniki stanowi k liczb pierwszych podnie-
sionych do potegi 7 (numer nastgpnika) oraz kolejna po nich liczba pierwsza do potegi 6 (numer
zera). Réznica ta, jak widad, jest zalezna od trzech wielkosci: A) numer formuty, w ktérej dokonano
podstawienia (Z1 majaca numer k); B) numer zmiennej, za ktéra co$ podstawiono (13); C) liczba,
ktérej nazwe podstawiono za zmienna. W naszym przypadku wielkosci wymienione w A i C sg
identyczne. Opis jednak owej operacji wymaga wymienienia ich obu, zeby uwzgledni¢ przypadek
0g0lny, gdy za zmienng numer 13 podstawia si¢ cyfre r6zna od numeru danej formutly. Tak wigc,
w og6lnym przypadku omawiana operacja opisana jest pewna funkcja, ktéra oznaczymy jako 7 (dla
skojarzenia z litera ,,p” w stowie ,,podstawianie” odnoszacym si¢ do rozwazanej operacji).

t =m(u,13,w),
gdzie ¢ jest numerem formuty otrzymanej po podstawieniu w formule numer » za zmienng numer
13 cyfry oznaczajacej liczbe w.® Stosujac ten schemat do naszego przypadku, mamy:

n =m(k,13,k).

Tak wigc wyrazenie ,,m(k,13,k)” nadaje si¢, na réwni z ,,n” (jako réwnoznaczne) na numer
rozwazane] formuty. Jego struktura jest tym, co niebawem umozliwi nam uzyskanie zdania G.
Trzeba w tym celu dokonac jeszcze jednej modyfikacji, mianowicie abstrahowa¢ od konkretne;j
liczby k, uzyskujac wyrazenie schematyczne, gdzie zamiast cyfry ,,k” wystapi jaka$§ zmienna, po-
wiedzmy ,,v”. Mamy wéwczas:

m(v,13,v).

8 Nie jest to jeszcze zapis w pelni ogélny, bo zachowujemy w nim konkretna liczbe 13 jako numer zmienne;.
Ostatecznym krokiem w kierunku uogélnienia bytoby zastapienie cyfry ,,13” jakim$ symbolem zmiennym. Nie
czynimy tego, bo nie jest to w obecnym rozumowaniu konieczne, a daje pewne uproszczenie.
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Wyrazenie to, podsumujmy, jest okresleniem numeru formuty powstalej z jakiejs formuty numero-
wanej liczba v przez podstawienie za zmienna numer 13 cyfry oznaczajacej liczbe v.°

6.3 Docieramy do szczytu tej moze zmudnej nieco wspinaczki na wyzyny odkrycia Godla. Trzeba
nam teraz uszczegétowi¢ zdanie N D 41 (z punktu 6.1) przez wstawienie za zmienng ,,2” nazwy
formuty — dowolnej, z tym jednak ograniczeniem, ze chodzi o formule powstalq z jakiejS innej przez
podstawienie w tej innej jej wlasnego numeru za zmienng numer 13. W ten sposéb otrzymujemy
zdanie posiadajace odpowiedni numer; nie musimy si¢ trudzi¢ jego obliczaniem, wystarczy ze t¢
konkretna liczb¢ umownie oznaczymy litera \.

[NDAQ] _\Eiw(AD(ZL', 7T(’U, 13, ’U))) v T,

Ostatnie posuni¢cie polega na zastosowaniu raz jeszcze operacji 7, tym razem do drugiego ar-
gumentu predykatu ,,Ap”. Poniewaz zdanie opatrzone etykieta N D 4o ma numer W, nalezy w nim
za zmienng numer 13 podstawi¢ liczbg¢ W. W ten sposéb mamy obliczony (co prawda tylko w
taki spos6b schematyczny) numer zdania, ktére bgdzie rezultatem owego przeksztalcenia. Bedzie
to, oczywiscie (por. punkt 6.2) numer 7 (v, 13, v). Zdanie za$ uzyskane z N D 45 po dokonanym
podstawieniu ma nastgpujaca postac i numer:

(G] =3, (Ap(z, m(A,13,1))) ..o nr (X, 13, N).

Poréwnajmy numer zdania G z jego treScia. Zdanie numer 7(\, 13, \) powiada, ze nie istnieje
taka liczba, ktéra bytaby numerem dowodu zdania numer 7 (A, 13, A). Czyli, zdanie arytmetyczne,
ktorego struktura sprawia, ze ma ono 0w numer, nie jest zdaniem posiadajacym dowdd (pelnie;j:
dowdd formalny z aksjomatéw arytmetyki, przy zatozeniu ich niesprzecznosci).

Opisana procedura stanowi przepis na obliczenie owego numeru. To znaczy (powtérzmy, nieco
szerzej) takiej liczby, zeby byta ona numerem zdania przypisujacego tejze liczbie wtasno$¢ arytme-
tyczna bedaca (na mocy klucza kodowego) odpowiednikiem metalogicznej cechy niedowodliwosci.
Te za$ rozumie si¢ jako niepokonalny brak formalnego (mozna tez rzec — algorytmicznego) dowodu
z aksjomatéw arytmetyki liczb naturalnych, przy zatozeniu niesprzecznosci tej arytmetyki.

Niepokonalno$¢ owa na tym polega, ze jesliby uzupetni¢ aksjomatyka tak, zeby zdanie dotad
niedowodliwe dato si¢ teraz dowieS¢, to w nowej utworzonej w ten sposob teorii aksjomatyczne;j
pojawia si¢ nowe zdania niedowodliwe, i tak bez konca. Cate bowiem podane wyzej rozumowanie
da si¢ powtorzy¢ w odniesieniu do kazdej, zbogaconej w kolejnym kroku, aksjomatyki.

Pozostaje na koniec — pod katem problematyki sztucznej inteligencji — zinterpretowaé komentarz
Turinga, ktéry wystepuje w bliskim kontekscie jego wypowiedzi zacytowanej na samym poczatku
tego wyktadu. Turing, krytykujac argumenty przeciwne jego pogladowi o mozliwosci zbudowania
inteligentnej maszyny, gdy dochodzi do argumentu matematycznego — jak nazywa wynik Godla 1
sw0j wlasny z roku 1936 — zmienia taktyke. Nie probuje tego argumentu obalié, a jedynie bagateli-
zuje. Powiada, ze cho¢ mamy podstawy do stwierdzenia wyzszoS$ci ludzkiego umystu nad maszyna,
tej wlasnie, ze umyst potrafi wykazac¢ niemozno$¢ dowiedzenia czego$ przez maszyng (czego ma-
szyna o sobie nie wykaze), to nie nalezy do tego faktu przywiazywaé duzej wagi.'°

Co Turing miat na mysli? Czy moze to, ze dystans, o ktérym mowa zostanie kiedy$ pokonany
przez postgp w konstrukcji maszyn? Jesli tak, to trzeba by okresli¢, na czym ten dystans polega i

9 Stowo Jjakiej$” ma przypominac, ze nie jest to konkretny numer znanej nam formuty, ale dowolna liczba
numerujaca formute, z ktérej uzyskatoby sig¢ inng formute, a wigc i inny numer, przez tego typu podstawienie.
Oddajemy to symbolicznie przez uzycie zmiennej, tutaj ,,v”, zamiast nazwy konkretnej liczby.

10 This feeling of superiority is not illusory. [W tym zdaniu zmieniono szyk, czerpiac uzupetnienie z kontek-
stu.] It is no doubt genuine, but I do not think too much importance should be attached to it.”
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na ile jest usuwalny. Jesli istotne jest dlan to, powiedzmy, ze system nerwowy ma mozliwosci ob-
liczeniowe nieosiagalne dla urzadzenia elektronicznego (tak przypuszczat, wbrew Turingowi, John
von Neumann), to do dyskusji trzeba bgdzie wciagna¢ m.in. neurobiologi¢. Sa jeszcze inne wysoce
interesujace warianty rozwazan, na tyle rozlegte, ze wymagaja osobnego wyktadu.



