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8. Zagadnienie réwnolicznosci w Swiecie zbior6w nieskonczonych

§1. Dlaczego filozofia umystu i sztucznej inteligencji wymaga wiedzy o zbiorach nieskonczonych?
Zeby sobie na to odpowiedzie¢, zacznijmy od rozpoznania, czym si¢ zajmuje, jakie stawia pytania, filozofia
sztucznej inteligencji, zwanej skrétowo SI. Wyjasnienie, ktére starczy na poczatek znajdziemy pod adresem:
en.wikipedia.org/wiki/Philosophy_of _artificial _intelligence.

The philosophy of artificial intelligence considers the relationship between machines and thought and attempts to answer

such question as:

[1] Can a machine act intelligently?

[2] Can it solve any problem that a person would solve by thinking?

[3] Can a machine have a mind, mental states and consciousness in the same sense humans do?

[4] Are human intelligence and machine intelligence the same?

[5] Is the human brain essentially a computer?

Jest to tekst nieco ,,rozgadany”, w ktérym pewne pytania powtarzaja si¢ co do tresci, wystgpujac w innej szacie
stownej, co jednak moze by¢ pomocne dla oswojenia si¢ z tematem. Pytanie centralne (PC), jakby podsumowanie
tej listy, jest nastgpujace. PC: Czy kazdy problem rozwiazywalny dla ludzkiego umystu jest rozwiazywalny
dla maszyny cyfrowej — bez pomocy cztowieka?

Poniewaz inteligencja to nic innego, jak zdolnos¢ trafnego rozwiqzywania problemoéw, PC jest pytaniem o to,
czy inteligencja maszynowa moze doréwnac ludzkie;.

Co tu oznacza ,,pomoc cztowieka”? Pomoc ta stuzy pokonaniu dystansu migdzy zrozumieniem jakiej$ prawdy
i jej sformutowaniem w jezyku. Z reguty zrozumienie wyprzedza sformulowania jezykowe. Do istoty jednak
rozumienia naukowego nalezy to, ze predzej czy pdZniej udaje si¢ znalezé werbalizacje wystarczajacg zaréwno
do porozumiewania si¢ uczonych migdzy soba, jak i do tego, zeby ja przetozy¢ na jezyk programu dla maszyny
(mamy tu na mysli komputer cyfrowy). Jest to zawsze jakie§ wzbogacenie zastanego jezyka, a w tym jezyku
bogatszym, zdolnym sprostac¢ danej problematyce, jesli nim wzbogaci¢ zasoby maszyny, potrafi ona rozwiazywac
zagadnienia z danej klasy probleméw. Rozwiazania jednak rodza w reguty nowe kwestie. Umyst sobie z nimi
radzi, nawet gdy nie ma petnego wsparcia w zastanym jezyku (jedynie jakie§ wsparcie czg¢Sciowe — niezbgedne lecz
nie wystarczajace), poczem zbogaca jezyk na miarg tej nowej potrzeby. A gdy taki jezyk o wigkszej efektywnosci
juz cztowiek stworzy, moze w nim rozwiagzywac kolejne problemy, jak tez zleca¢ je do rozwigzywania maszynom.

Wezmy jaki$ najprostszy przyktad. Niech bedzie nim pytanie: czy ze zdania ,,Wszyscy cztonkowie mafii boja si¢ swego
szefa” wynika zdanie ,,Kazdy w mafii, oprécz jej szefa, kogos si¢ boi”? Juz dziecko przedszkolne powie, i stusznie, ze
wynika. Ale maszyna niekoniecznie. To zalezy od tego, jaki wmontujemy jej jezyk. Gdyby Sredniowieczni scholastycy ja-
kims$ cudem dostali do dyspozycji komputer, nie umieliby go tak zaprogramowaé, zeby odpowiedziat na powyzsze pytanie.
A to dlatego, ze dwczesna logika nie wypracowala jeszcze jezyka, w ktérym formutowatoby si¢ zdania o relacjach, jak np.
to, ze x boi si¢ y. Taki jezyk wymySlono dopiero w p6Znym wieku 19-ym i dopiero wtedy mozna powyzsze zdania zapisa¢
tak precyzyjnie, jak to jest konieczne dla maszyny, zeby mogta na nich wykonywacé operacje logiczne.

Radykalna teoria Sztucznej Inteligencji — RSI (ang. strong Al) daje na PC odpowiedz twierdzaca. Glosi, ze
maszyna (jesli nie obecnie to w jakiej$ nieodlegtej przysztosci) bedzie czynié to wszystko, co umyst ludzki. To
znaczy, rozwiazywac problemy najpierw bez pelnego wsparcia jezykowego, potem rozwijac dla siebie jezyk, zeby
w nim wyrazaé uzyskane zrozumienia i wreszcie rozwiazywac formutowane w nim problemy.

Wywazona teoria o Sztucznej Inteligencji — WSI (ang. weak AI) odpowiada na PC twierdzaco przy opuszczeniu
koncowego zwrotu (po myslniku). Dopuszcza wigc, ze w miarg postepow techniloki w zakresie sprzetu i oprogra-
mowania coraz wigcej probleméw rozwiazywanych przez ludzi mozna bedzie dawaé do rozwiazania maszynom,
ale zawsze dopiero wtedy, gdy wczes$niej ludzie stworza jezyk odpowiedni do rozwigzywania w nim problemow z
danej klasy.

Za stanowiskiem WSI przemawia argumentacja Alana Turinga, ktéra odwotluje si¢ do teorii zbioréw nie-
skoriczonych. Dochodzi si¢ w niej do nastgpujacego wniosku.

Nieskonczony zbiér probleméw matematycznych jest liczniejszy od nieskonczonego zbioru programéw
dla maszyny, ktore datoby si¢ napisa¢ w celu rozwiazywania tych problemoéw.
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Istnieja wigc kwestie nierozwiazywalne dla maszyn. Czy przynajmnej niektdre potrafiliby rozwiagzywac ludze?
Jest to zagadnienie w centrum uwagi filozofii umystu i sztucznej inteligencji. Zajmiemy si¢ nim w odpowiednim
momencie, wraz z analiza argumentacji Turinga. W tym za$ punkcie istotne jest zauwazenie, ze rowazania filozo-
ficzne nad SI wymagaja wiedzy o zbiorach nieskonczonych.

§2. Réwnolicznos¢ zbioréw. Zbiory nieskonczone przeliczalne. Wiadomo, ze prawa dton liczy tyle
samo palcéw, co lewa. Méwimy, ze te dwa zbiory palcéw sa réwnoliczne. Zeby sie o tym przekonaé, nie trzeba
umie¢ liczy¢ do pigciu, wystarczy ztozy¢ dlonie jak do modlitwy. Wtedy zobaczymy, ze kazdemu palcowi jedne;j
reki odpowiada doktadnie jeden palec drugiej, jest ich wigc tyle samo. Podobnie, gdy widzimy kompani¢ wojska
ustawiona w dwuszeregu. Nie musimy liczy¢, ilu jest w jednym szeregu, a ile w drugim, zeby si¢ dowiedzie¢,
Ze te szeregi sa zbiorami rownolicznymi. Wystarczy zauwazy¢, ze kazdemu zolnierzowi z pierwszego szeregu
odpowiada doktadnie jeden (tzn. ani mniej ani wigcej) kolega z drugiego.

A jak si¢ dowiedzieé, ze jakiS zbior jest nieskoriczony? Wystarczy mie¢ dwie wiadomosci. (1) W danym
zbiorze zachodzi jakas relacja porzadkujaca go w taki sposob, jak stosunek wigkszosci ustawia po kolei w szeregu
liczby catkowite, poczynajac od zera. (2) W zbiorze uporzadkowanym relacja wigkszosci, dla kazdego elementu
istnieje element odeft wigkszy. Wyprowadzi¢ stad wniosek, ze zbidr taki nie ma korica, to krok myslowy, na ktéry
si¢ nieraz zdobywaja juz pigcioletnie dzieci. Nie ma wigc potrzeby przekonywania o tym dorostych.

Zbior liczb naturalnych, czyli catkowitych i nieujemnych, to wzorcowy przypadek zbioru okreslanego jako
przeliczalny. Nazwa bierze si¢ stad, ze jego elementy dadza si¢ liczy¢ (cho¢ nie zdazymy, nawet przez cata
wieczno$¢, policzy¢ ich do korca). Czy sa takie zbiory, ktérych w ten sposéb liczy¢ si¢ nie da? Sa i niebawem
bedzie o tym mowa.

WymieniliSmy dotad jeden zbidr przeliczalny: ten, ktéry obejmuje wszystkie liczby naturalne; nazwijmy go
zbiorem N. Czy sg jeszcze inne? Oczywiscie, przeliczalny bedzie kazdy zbiér réwnoliczny z N. Pomys$lmy, jakie
moga by¢ te inne (tu moze Czytelnik zarzadzi¢ sobie przerwe na mysSlenie, nim bedzie czytat dalej).

§3. Definicja zbioru nieskonczonego. DoszlisSmy w paragrafie poprzednim do wstepnej, niejako amator-
skiej (uzyskiwanej juz przez dzieci) idei zbioru nieskoficzonego. Pora na definicj¢ bardziej ,,profesjonalna”, a jej
punktem wyjscia bedzie pytanie koficzace poprzedni paragraf.

Rozwazmy proSciutkie rownanie y = 2x. Pomimo swej prostoty ujawnia ono fakt zaskakujacy: ze liczb
parzystych jest tyle samo, co wszystkich liczb naturalnych, cho¢ tylko co druga liczba naturalna jest parzysta.
Caty wigc zbiér N okazuje si¢ by¢ rownoliczny ze swa potowa! Istotnie, liczb parzystych jest doktadnie tyle,
ile wszystkich liczb naturalnych, bo wedle naszego réwnania kazdej liczbie naturalnej x odpowiada y jako jej
podwojeniei i odwrotnie; musi ta odpowiednio$¢ zachodzié w obu kierunkach, skoro jest prawda, ze zachodzi
rownos$¢ y = 2x, czyli wzajemne jednoznaczne przyporzadkowanie.

Skoro juz wpadliSmy na ten trop, to fatwo przyjdzie wykrywac kolejne zbiory nieskonczone bedace czgsciami
zbioru N. Jesli utworzymy zbidr liczb biorac co trzecig liczbe naturalna, czyli wedtug wzoru y = 3z, to znowu
dostaniemy zbiér nieskoficzony na modle przeliczalna. Tak samo, gdy brac liczbe co czwarta, co piata, co mi-
lionowa etc., a takze kwadraty kolejnych liczb naturalnych, ich szesciany, i tak dalej, bez konica. Kazdy z tak
powstatych zbioréw jest czescia zbioru N, ktdra nazywamy czesciqg wltasciwq — dla odréznienia od ogdlniejszego
pojecia czgsci, przy ktérym takze caloS¢ jest swa wlasna czescia (w sensie przypadku granicznego). Gdy chodzi o
cze$¢ wlasciwa zboru, nazywa si¢ ona podzbiorem wilasciwym.

Tak dostajemy stawna definicj¢ zwigzana z nazwiskiem niemieckiego matematyka Richarda Dedekinda (1831-
1916).

Zbior nazywamy nieskonczonym, gdy istnieje rownoliczny z nim jego podzbiér wlasciwy.

Dedekind byt pierwszym, ktdry ja zaproponowal Swiatu matematycznemu, ale gdy idzie o sam pomyst wyprzedzit
go Bernard Bolzano (1781-1848), wybitny matematyk i filozof czeski, profesor historii religii na uniwersytecie w
Pradze.!

Nie bedzie przesada, jesli z psychologicznego punktu widzenia uznany t¢ definicje za szokujaca. Idzie ona w
poprzek naszym nawykom myslowym uksztaltowanym ewolucyjnie w wyniku obcowania na co dzieii wytacznie
ze zbiorami skoficzonymi. Mamy dobitne historyczne Swiadectwo tego ,,szoku” w postaci pogladow Leibniza. W

I Bolzano tym i paroma innymi pomystami o wielkiej doniostosci matematycznej i logicznej wyprzedzit prace innych
autoréw, ale poniewaz swym pogladami teologicznymi narazil si¢ wtadzom koScielnym, a w konsekwencji tez Swieckim
(obowiazywat wtedy sojusz tronu i oltarza), zostal odsuniety od pracy na uniwersytecie i mial niklte mozliwosci publikowa-
nia swych wynikéw; dopiero z czasem zaczynano dostrzega¢ jego autorstwo w réznych kwestiach (np. jego Nauka o funkcjach
zostata wydana dopiero w roku 1930).
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jego czasach jeszcze nie probowano tworzy¢ definicji zbioru nieskoficzonego na podstawie owej réwnolicznosci
zbioru z jego podzbiorem, ale sam fakt byt juz poniektérym znany. Znat go np. Galileusz i bardzo si¢ mu dziwit,
ale pogodzit si¢ z nim jako z faktem. Nie chcial natomiast pogodzi¢ si¢ Gottfried Wilhelm Leibniz (1646-1716).
Wielkim umystom przydarzaja si¢ nie tylko wielkie odkrycia, ale i bledy. Blad Leibniza, gdy krytykowat stanowi-
sko Galileusza w tej materii, brat si¢ z uporczywego trzymania si¢ aksjomatu Arystotelesa, wystgpujacego takze w
Elementach Euklidesa, ze czes¢ musi byé mniejsza od catosci.? Stracit na tym caty system filozoficzny Leibniza,
ktéry ma u podstaw przekonanie, ze Swiat si¢ sktada z nieskoniczenie wielu indywiduéw, zwanych monadami.
Miato wigc dla Leibniza sens méwienie o nieskoficzono$ci w materialnym i duchowym $wiecie, a jego system zy-
skatby na zwartosci, gdyby przyja¢, ze ta nieskonczonos$¢ metafizyczna da si¢ opisaé za pomoca matematycznego
pojecia nieskonczonosci; to drugie jednak bylto dla autora Monadologii nie do przyjecia.

Z tej wycieczki w czas przeszly pora wynurzy¢ si¢ znéw w nauke i filozofi¢ terazniejsza. A w niej czekaja
nas dwie kolejne niespodzianki: ze utamkéw jest tyle samo, co liczb catkowitych oraz ze sg zbiory liczniejsze od
zbioru utamkéw.

[Ciag dalszy nastapi. Do kolokwium wiosennego obowiazuje materiat do tego miejsca, tj. przygotowany na 18 marca 2007.
Kogo niepokoi ciekawos¢, jak to jest z utamkami i zbiorami bardziej licznymi od N, moze ja zaspokoi¢ dzigki dostarczonej
na wyktadzie kserokopii artykutu ,,Teoria mocy zbior6w” z Matej encyklopedii logiki.]

2 Wiadomosci na ten temat, w tym dane Zrédlowe, podaje w artykule ,,Leibniz’s mathematical and philosophical appro-
aches to actual infinity. A case of cultural resistance” [w:] Nihil sine Ratione. VII. Internationaler Leibniz-Kongref3. Ber-
lin 10.-14. September 2001. Vortrige 2. Teil. Publikacja przez Gottfried-Wilhelm-Leibniz-Gesellschaft 2001. Przedruk
w Studies in Logic, Grammar and Rhetoric, 2001, vol. 4(17): Language, Mind and Mathematics. Wersja elektroniczna:
logika.uwb.edu.pl/studies/vol4.htm.



