Witold Marciszewski — LOGIKA e Uzupelnienia do Rozdziatu IV, czerwiec 2003

Prawa de Morgana i ich zastosowania:
wyprowadzone z nich nich pomocnicze reguty wnioskowania
réwnowaznasci odpowiadajace definicjom kwantyfikatorow

1. Te prawa logiki, ktére sa szczego6lnie cenione z racji przydainmaja nadane nazwy, siegajace
nierazsredniowiecza. Niektére nazwy nawiazuja do roli petnionej przez prawo, inne do nazwiska jego
odkrywcy. Od nazwiska brytyjskiego logika Augusta de Morgana (1806-1871) bierze imig cata rodzina
praw, ktérej odgatezienia znajdujemy w rachunkach klashzgeedykatow (oryginalne prawa odkryte
przez de Morgana naleza do rachunku klas). Oto prawa rachunku predykatow zestawione z ich odpo-
wiednikami z rachunku zda

[1] -V, P(x) = 3.~P(x) —(p A q¢)= (-pV —q)
[2] 3.-P(x) = V. P(x) =(pVq) = (-p A —q)
[38] =3P (x) = V.~P(x) =(pVaq)=(-p A —q)
[4] Vo=P(x) = —3,P(x) (—p A =q) = =(pV q)

Dowadd prawa [1]
1. -V, P(x).

2. —E|$(—|P(£L‘))

3. =P(a) ..... 1, [a].

4. =(=P(a)) ..... 2;uwaga: pierwszy znak negacji powstaje w wyniku zastosowania regulj; drugi nalezy
do formuty ,wewnetrznej”.
5. P(a) ..... 4

Dowod prawa [2]
1. 3,~P(x).

Dowadd prawa [3]

1. =3, P(x).

2. V. (=P(x)).

..... 2, [a].
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Dowadd prawa [4]
1. V,—P(x).

Udowodniwszy implikacje [1] i jej odwrotrat [2], udowodnilBmy tym samym rownowaziso:
[1-2] —V,P(z) < 3,-P(x).
Udowodniwszy implikacje [3] i jej odwrotr&t [4], udowodnilemy tym samym rownowazi§o:
[3-4] —3,P(z) < V,—P(x).

Prawa de Morgana sa zwykle cytowane w powyzszej postaci rownoweiomej. Rozwazmy ko-
lejno (w odcinkach 2 i 3) dwa wazne ich zastosowania.

2. Kazde prawo logiki w formie implikacji (co obejmuje rownowazagako implikacje obustronna) na-
daje sie do tego, zeby na jego podstawie wprowaddpowiadajaca mu regute wnioskowania. Innymi
stowy, gdy mamy prawg = 1), upowaznia to do wprowadzenia reguty) czyli: z ¢ wolno wywnio-
skowa 1) (skasna kreska ,utamkowa” zamiast poziomej niech postuzy do odréznienia regut wtérnych
od pierwotnych). Tego rodzaju reguty, zwane wtérnymi, znacznie utatwiaja dowodzengeniehsa w
danej teorii konieczne.

Prawo oznaczone wyzej jako [1] upowaznia do wprowadzenia reguty:

[neglv’] ﬁvxqs(x) / 333—\@5(1'),

Przesuniecie znaku negacji jak najblizej formuty objetej kwantyfikatorami utatwia rozpoznanie
(zwhaszcza przy wiekszej liczbie kwantyfikatorow nastepujacych po negaciji), ktéra z regut pierwotnych
nalezy w danym przypadku zastosd@wva

Prawo oznaczone wyzej jako [3] upowaznia do wprowadzenia reguty:

[neg-] ~3ep(x) / Vami(2),

Uzasadnienie jej wprowadzenia — analogiczne jak wyzej. Zafiig)' znaczy, ze mamy na uwadze
formute o dowolnej strukturze, w ktdrej wystepuje przynajmniej tézako zmienna wolna. Niczego

nie przesadzamy w takim zapisie co do tego, czy wystepujgaszcze inne zmienne, inne kwantyfika-

tory czy, ewentualnie, funktory rachunku Zdanie okreéslamy tez, ile jest w formule predykatéw ani

ile maja one argumentow. Jest to wiec najbardziej schematyczna charakterystyka formuty, skupiajaca
uwage tylko na tym, co konieczne dla opisu danego wnioskowania.

3. Wychodzac z formut [1-2] i [3-4], mozemy je w elegancki sposob 8pioi otrzyma formuty
szczegolnie pouczajace z metodologicznego punktu widzenia. W tym celu, w kazdej z tych
rébwnowazn@&ci negujmy obie strony, co od formut prawdziwych prowadzi do prawdziwych, zgodnie
z tabelka dla rownowaz8gi: z¢ < ) wolno wywnioskow& —¢ < —1). Nastepnie uproszczamy w
kazdej rownowazreri lewa strone zastepujac ja formuta bez negacji, zgodnie z prawem podwojnego
przeczeniap < —(—¢). Tak otrzymujemy, co nastepuje:

V. P(x) < —3,-P(x) [Df.V] (przez =3-);
3. P(z) & =V,—~P(x) [Df.3] (przez =V-).
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Nadanie tym formutom charakteru definicji, wskazane etykietami w prawej kolumnie, nalezy tak rozu-
mieC, zemogaone, alenie muszayt traktowane jako definicje. Zalezy to od tego, jaka sie przyjmie
metode budowania rachunku predykatow. To. ze istnieje taki zakres swobody w tworzeniu teorii, nie
tylko dedukcyjnych lecz takze empirycznych jest lekcja metodologiczna, ktéra zawdzieczamy refleks;ji
nad prawami de Morgana.

Zauwazmy, ze praktykujac badanie tautologic&rianetoda drzew analitycznych, nie potrzebujemy
definicji, ktére wyja&niatyby sens symboli logicznych. Nie odrézniamy tez terminéw pierwotnych, a
wiec pozbawionych definicji, od wtornych, to jest takich, ktére sa zdefiniowane za pomoca pierwotnych.
Nie czynimy tego dlatego, ze wszystkie symbole sa w tym przypadku piewotne.

A co one znacza, dowiadujemy sie nie z definicji, lecz z regut mowiacych, jak je stostyea
od [-—] po [V]. Stosujac owe symbole w postepowaniu, ktore rozstrzyga, czy dana formuta jest
tautologia, dajemy tyndwiadectwo, ze znamy ich sens; bo @is&ns terminu, to nic innego, jak uraie
sie tym terminem postugivea Taka role instrukcji postugiwania sie terminami petnia, oprocz regut,
aksjomaty teorii, a gdy teoria nie jest zaksjomatyzowana, petnia ja postulaty znaczeniowe.

Bywa jednak, ze jest dogodniej ograni€diczbe terminéw pierwotnych, co redukuje liczby aksjo-
matow lub regut (zwigksza wiec w pewien sposdb ekonomie postepowania). Do roli terminéw pierwot-
nych, zdolnych definiowapozostate, nadaje sie zwykle kilka ich zbioréw (np. w rachunkun zdalaje
sie do tego koniuncja i negacja, alternatywa i negacja etc.). Mamy wiec pewna swobode wyboru.

Rzut oka na formuty [Df/] i [Df. 3] uswiadamia, ze mamy podobna swobode w przypadku kwan-
tyfikatorow. [DfV] powiada, ze zamiast uzywaltuzszego zwrotu z kwantyfikatorem egzystencjalnym
(po prawej stronie) mozemy uzykrétszego (wymienionego po lewej stronie). Wtedy kwantyfikator
egzystencjalny i negacja wystepuja w roli terminéw pierwotnych uzytych do zdefiniowania kwantyfika-
tora ogolnego. Formuta &4Df.d] zawiera oferte odwrotna: zdefiniow&d’ przez V' i —'. Gdy ktoras
z tych dwu formut wystepuje w roli definiciji, to dobrze jest dla jastigpodkrélic to za pomoca takiego
symbolu réwnowazrizi, ktory zarazem informuje, ze jest to rownowa@ndefinicyjna czyli przyjeta
w wyniku definicji, a nie, jak to byto uczynione wyzej, to jest wyniku dowodu; w przypadku pierwszej
z formut bedzie to zapis nastepujacy.

VoP(z) 4 ~3,—P(2) [Df.V] (przez =3-);

Analogicznie uzupetnimy druga formute Sjete wissnie przeznaczymy do roli definicji, decydujac sie
mieC kewantyfikator ogo6lny za termin pierwotny, egzystencjalry zawtorny czyli zdefiniowany.

Jest to w kwestii definiowania modelowa sytuacja, ktéra moze postaaywzorzec pewnych
wariantow postepowania w badaniu naukowym, takze w naukach empirycznych, spotecznych nie
wylaczajac. Byloby np. do zbadania, czy podpada pod ten wzorzec para podstawowych terminéw
socjologicznych, ktérymi sa: ‘wiez spoteczna’ i ‘grupa spoteczna’. Mozna Gtsiga okr&lic sens
kazdego z nich z osobna przez podanie sposobdéw uzywania (jak to czynia w stosunku do kwantyfika-
torow reguty systemu drzew analitycznych). Beda to odpowiednie postulaty znaczeniowe, jak np. ten,
ze warunkiem koniecznym zaistnienia grupy jest liczésneyrazajaca sie conajmniej liczba dwa (w
innych ujeciach, trzy); oczy\stie, powinny temu towarzysgydla dopetnienia charakterystyki jeszcze
inne okreélenia warunkéw koniecznych, jak i wystarczajacych. Gdy§akugi uktad postulatow oks
sposo6b postugiwania sie terminem ‘wiez soliddti mozna nastepnie dowodanastepujacego twier-
dzenia socjologicznego w postaci rownowageipktére odnosi sie do dziedziny ztozonej z ludzi i struk-
tur (w tym grup) spotecznych.

Vo (H(z) A H(y)) = (Sol(z,y) & L(G(z) Az €z A ye ).

Oznaczenia:

H — jest cztowiekiem (homo)

G —jest grupa spoteczna

Sol(x,y) — z-ataczy zy wiez solidarngci grupowe;.
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Symbol nalezenia do zbior&' jest wziety z teorii zbioréw i zastosowany tu na tej podstawie, ze grupa
spoteczna jest struktura czyli zbiorem uporzadkowanym przez pewna relacje; nalezenie zatem do grupy
jej cztonkow jest nalezeniem ich do pewnego zbioru.

Mozna jednak uksztattovgateorie spoteczna w ten sposéb (wzorujac sie drugiej z opisanych wyze;j
sytuacji w teorii predykatow), ze tylko jeden z dwoéch termindW; (Sol) bedzie pierwotny, a drugi
zostanie zdefiniowany za jego pomoca. Analogicznie da sie rozpdtriwe pary sprzezonych ze
soba wzajem ti&ciowo poj&, np. w Toynebee’go i Huntingtona koncepcji cywilizacji jest ta koncep-
cja nieodtaczna od pojecia religii, a te nierozdziénoozna interpretowajako zdefiniowanie jed-
nego pojéia [przez drugie lub jako wynik dowodu wykazujacego zwiazek dwéchiajgch, ae trst
kazdego z nich jest okstona niezaleznie od drugiego (gdyby Huntington prowadzil swe wywody z
taka Swiadoma&cia metodologiczna, nie bytoby tylu niejasaoi niekonsekwencji, jak te cechujace
jego mowienie o konflikcie cywilizaciji).

To, ktéra strategie sie zastosuje, ma znaczenie dla metody uzasadniania teorii. Uzasadnienie empi-
ryczne polegajace na stwierdzeniu, ze nie znajduje sie kontrprzyktadéw pomimo rzetetelnego ich poszu-
kiwania (Popperowski postulat falsyfikowabkm), nie da sie zastosowalo réwnowaznsci bedacych
definicjami. Da sie natomiast zastos@xo tych réwnowazr&xi, w ktérych zaden czton nie definiuje
drugiego z cztondw.



