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Rachunek Predykatow
jako narzedzie wnioskowania

Tto historyczne. Idea logiki jako narzedzia jest dawna jak sama logika. Wprawdzie Gigé-
non(gr. narzedzie) zostat nadany dzietom logicznym Arystotelesa (384—322 przed Chr.) dopiero w
czasach bizantyjskich, ale odpowiadat on trafnie intencjom autora. To samoigamonoznacza
narzad biologiczny. | tak powstaje pouczajaca, nawet gdy niélmay gra stow w pytaniu: czy
logika stosowana w rozumowaniach jest jak narzedzie wyprodukowane przez ludzi, czy raczej jak
narzad dany przez nature? Na pierwsza skladaja sie teorie logiczne, miedzy innymi te zawarte w
Organonie druga — to wrodzona ludzkim umystom spravgdoozumowania.

Owa logika wrodzona, bedaca jakby narzadem umystu, dobrze sie sprawkemnioynauko-
wym i w sprawach dnia powszedniego. Przychodzi jednak czas, gdy staje sie przed zadaniem, do
ktérego naturalne organy przestaja wystacczaizeba ich zasieg przediuzya pomoca narzedzi.
Wtedy uzbrajamy oko w lunetg, gtos przenosimy po kablach, itd. Dla intuicji logicznej, owego
znakomitego narzadu umystu, moment taki pojawit sie idwoubiegtego stulecia, a stato sie to w
matematyce, dyscyplinie celujacej w sztuce rozumowania. Powodow byto kilka. Zisztorout
wymagata coraz bardziej precyzyjnego jezyka symbolicznego, ale nie mogtaitmysylogistyka
ignorujaca np. formy zdaniowe potrzebne do opisu relacji (r&vnwieksz@&e itp.). Aby spro-
ste€ tym potrzebom, Gottlob Frege stworzyt jezyk symboliczny logiki predykatow (1879). Inni
zas koryfeusze matematyki postawili wtedy historyczne zadania, wymagajace teorii logicznej, mia-
nowicie: unifikacja catej matematyki na fundamencie teorii zbioréw (Georg Cantor) oraz dowdd
niesprzeczngci matematyki tak niezalezny od naszych intuicji, by mogt go wykamavet kom-
puter (David Hilbert, 1900; techniki komputerowej jeszcze nie byto, ale sama idea komputera zywa
byta w logice od czaséw Leibniza).

Niespodziewanym, a nawet dramatycznym, impulsem do rozwoju logiki jako narzedzia teo-
retycznego byto wykrycie sprzeczsm w samym fundamencie matematyki — w teorii zbiorow
(zwanej tez teoria mno@ai). Pewne intuicyjne konstrukcje, zdajace sie w oczywisty spos6b praw-
dziwymi, okazaly sie antynomialne czyli wewnetrznie sprzeczne. Byt to z jednej strony powod
do gruntownej refleksji nad jezykiem logiki, ktéry nalezato tak zaprojekéovey nie dopuszczat
formut rodzacych antynomie, z drugiejsatrony bodziec do precyzyjnego operowania metoda ak-
sjomatyczna — tak, by antynomiom zapobiegat doboér aksjomatow. Obie metody przyczymity sie
znaczaco do zrozumienia mozligd, ale i ogranicz@, naszego umystu.

Konstrukcja rozdziatu. Metoda aksjomatyczna, kluczowa dla zrozumienia natury zaréwno
wnioskowania jak i konceptualizacji, jest omawiana w pierwszym podrozdziale, ktory przedsta-
wia logike predykatow w wersji pochodzacej od mistrza aksjomatyzacji Davida Hilberta. In-
nego przykfadu dostarcza podrozdziat 2 omawiajacy rozszerzenie logiki predykatow o teorie iden-
tyczndsci, ktére otwiera nowe pola zastosdwda cz&E rozdziatu stanowi dogodny kontekst do
wprowadzenia pewnych elementow teorii relacji, niezbednych w dalszej dyskusji (w obszerniej-
szych wyktadach logiki pgwieca sig teorii relacji osobny rozdziat; por. HLF, 1X).

Podrozdziaty 2 i 3 dotycza logiki jako narzedzia w skromniejszym i bardziej codziennym wymia-
rze. Nie chodzi juz o budowanie catych teorii i badanie ich poprdenale o umiejetne wykonywa-
nie pojedynczych rozumowiia Do tego celu najlepiej sie nadaje metoda dowodow zatozeniowych.
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Beda przedstawione dwa typy systemow zatozeniowych. Dla jednego jest charakterystyczne uzycie
reguty odrywania i innych do niej podobnych (technicznie nazywaja sie one odmianami tzw. reguty
ciecia). Drugi z nich nie zawiera tego rodzaju regut, a jedyna metoda rozumowania jest dowdd nie
wprost za pomoca szukania kontrprzyktadéw do twierdzenia, ktore roalbyiedzione; jgli w
systematycznym poszukiwaniu zadnego kontrprzyktadu nie daje sie znaleiadczy to o praw-
dziwosci twierdzenia. Ta metoda, niejako okrezna, jest procedura prawie mechaniczna, najmniej
wymagajaca pomystovéei, stad jest szczegodlnie uzyteczna dla tych, ktérzy interesuja sie logika
gtéwnie jako narzedziem do kontroli poprav@oownioskowa.

1. Ujecie aksjomatyczne

1.1. Pojecie aksjomatu. Aksjomaty systemu HATen sposaéb ujecia dyscypliny nauko-
wej, ktory nazywamysystemem aksjomatycznynstanowi pewien ideat porzadku w dowodzeniu
twierdzeh. Polega to na tym, ze wyodrebnia sie w danej dyscyplinie czy teorii pewna liczde

dzen pierwotnych, ktérych sie nie dowodzi. Zwykle awansuje sie do tej roli niewielka grupg zda
tak oczywscie prawdziwych, ze daje to bezpiebgevo co do prawdziwaei zda udowodnionych

na ich podstawie. Kazde twierdzenie w systemie dedukcyjnym jest albo pierwotne albo jest udo-
wodnione na podstawie pierwotnych.

Owe zdania pierwotne czyli nie majace dowodu nazywajalsigomatami, zes dowdd jakiegds
zdania w danej teorii polega na wyprowadzeniu go z aksjomatow za pomoca regut inferencyjnych
czyli regut wnioskowania Reguta inferencyjnapodaje taki sposob przeksztatcaniaizdsavanych
przestankami, ze wynik przeksztatcenia, zwamynioskiem, wynika logicznie z przestanek. Jak ro-
zumiet wynikanie logiczne? Definicja formutowana w konsele logiki zda wystarcza do wstepnej
charakterystyki dowodzenia. Wstepnej, bo prawa logiki sa tam egzemplifikowane tylko rachunkiem
zdan, podczas gdy kompletny zbiér praw logiki obejmuje nadto twierdzenia logiki predykatow.

Teoria moze by aksjomatyzowana na wiele sposobéw, w zaléznod tego, ktorym twierdze-
niom przydzielimy role aksjomatow i od tego jakie dobierzemy reguty inferencyjne. Podamy obec-
nie jedna z klasycznych aksjomatyzaciji logiki predykatow pierwszego rzedu. Od inicjatdw autorow
systemu, Hilberta i Ackermanna [1928], nazwiemy go syste

Wsréd aksjomatéwH A znajduja sie wszystkie twierdzenia logiki ZdaMozna z nich otrzy-
mywat przez podstawianie formuty Iogill'i'lA Na przykfad, podstawiajac w twierdzeni{(p =
q) A —q) = —p formute Pz za zmienna i formute Qx zaq, otrzymamy twierdzenie logikf A

((Px = Qz) N —~Qz) = —Pu.

Aksjomaty HAsa podane w postaci schematycznej, w tym sensie, ze niélalgie, jaka jest
struktura formut podpadajacych pod dany schemat, reprezentowanygjterar etc. Na przyktad,
wyrazeniep(x) reprezentuje, jako swe podstawienia, wszelkie formuty Io@ﬂAzawierajace
zmienna indywiduowa, np. formutyPz, Rxv, ~Qzx, V, Px, Pr = Qu itp., gdzie litery ‘P’, * 0",
‘R’ sa statymi predykatowymi. Tak wiecswdd podstawie schematu A sa formuty:V,.Qz = Qy,

v, Py = Pz, V,~Rxy = —Rzxz, V,(Ruy = 3.Ryz) = (Ruzx = 3,Rxz) itd.!

Przy podstawianiu nalezy uwaZzaby zadna zmienna wolnagwnie stata sie zmienna zwiazana
w wyniku podstawienia. Warunek ten nie jest spetniony np. przy podstawieniu lifezg litere ‘=’

w formule3, (y < z).

1 W stosowanym obecnie jezyku, w ktérym formuty wystepuja badz w postaci schematycznej (wkazywanej
przez litery greckie) badz zawieraja predykaty j&K,'‘ Q" etc., nadajace formule konkretna strukture, dla pod-
kreslenia tej r6znicy zmienne po literze greckiej sa ujmowane w nawias, podczas gdy argumeslynaige
predykatu nastepuja po nim be&pednio, bez ujmowania ich w nawias i bez oddzielania ich przecinkami
(inaczej niz w poprzednio definiowanym jezy! 1.)
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Al Vio(z) = 0(y);
A2 o(y) = Jzp().

Zdanie Al powiada, ze gdy &0(p) jest prawdziwe o kazdym indywiduum (z rozwazanej dzie-
dziny), to jest to prawdziwe o dowolnym konkretnym indywiduum; sens ten bierze sie z faktu, ze
w nastepniku wystepujemienna wolnaczyli taka za ktéra wolno podstatvhazwe dowolnego in-
dywiduum. Sens zdania A2 jest taki, z&ljecos jest prawda o jakidkonkretnym indywiduum, to
istnieje indywiduum, o ktérym to jest prawda; witla tego, ze aby dowse istnienia przedmiotu o
danej charakterystyce (symbolizowanej tu prz¢zwystarczy wskazajeden konkretny przedmiot
odpowiadajacy owej charakterystyce. Z tych zgaerwotnych, majac odpowiedni zestaw regut,
mozna wywiét wszystkie twierdzenia logiki predykatéw.

1.2. Reguly inferencyjne i przyktady dowodow w systemie HAReguly inferen-
cyjne systemuHAobejmujQ regute odrywania [Odr], ktora stuzy takze do dowodzenia twiardze
logiki zdah, oraz reguty specyficzne dla logiki predykatéw, mianowicie [DON], tj. regalaczania
kwantyfikatora ogolnego do nastepnika implikacji, oraz [DEP], tj. dotaczania kwantyfikatora
egzystencjalnego do poprzednika implikacji Oto regutaodrywania.

[Odr] Z Y = ¢i1p wnioskujemy ¢.

Niech ¢(z) oznacza dowolna formute, w ktorejjest zmienna wolna, i niecty oznacza do-
wolna formute, w ktoreje nie jest zmienna wolna. Majac na uwadze 6w warunek, formutujemy jak
nastepuje reguty specyficzne logiki predykatbh/

[DON] Z ¢ = ¢(x) wnioskujemy ¢ = V,.o(x);
[DEP] Z ¢(x) = 1 wnioskujemy 3,¢(z) = .

Nieodzown&t podanego wyzej zastrzezenia, by zmienna wolna mie byta wolna wi), widat

z nastepujacego przyktadu. Gdymyy zastosowali [DON] do prawdziwej formuty arytmetycznej:

(r < 5) = (x < 6), gdziez jest zmienna wolna nie tylko w nastepniku lecz takze (wbrew
powyzszemu zastrzezeniu) w poprzednikdo bysmy otrzymali formute{z < 5) = V,(z < 6). Z

kolei, przez podstawienie, otrzymatoby sie form(#e< 5) = V. (z < 6), ktora jest falszywa, gdyz

jej poprzednik jest prawdziwy, a nastepnik fatszywy. Podobnie, stosujac [DEP] oraz podstawienie
do formuty (z < 5) = (= < 6), otrzymalibysmy fatszywe zdanié,(z < 5) = (7 < 6).

By uchwyct intuicyjny sens operacji [DON], trzeba niiena uwadze, ze zdani¢ = ¢(x)
powiada, iz z) wynikaja kolejne podstawienia zgx); jeSli ta druga formuta dotyczy, powiedzmy,
liczb naturalnych (np. powiada, ze kazda z nich ma nastepnik), to masomg prawdziwa dla
kazdej liczby naturalnej, a to waaie jest trécia reguty [DON]. Rozwazmy z kolei regute [DEP].
Jezeliy jest implikowane przes(z), to albov jest prawdziwe, alb@(x) jest falszywe. Jezelp
jest prawdziwe, to implikacja jest zawsze prawdziwa, niezaleznie od 8attmicznej poprzednika.
Jezeli wyrazenie(x) jest falszywe, to nie istnieje przedmiot spetiajggy), a stadd, ¢(x) jest
rowniez fatszywe; tak wiec implikacja zachowuje swa prawd&wo

Z reguly pierwotnej [DON] mozna otrzynsaregute wtérna, zwangeguta uogolniania czyli
generalizaciji.

[Gen] Z ¢(x) wnioskujemyVv, ¢(z).

Oto jej dowdd uzyskany z praw rachunku ad&tore w cat@ci wkaczylémy do naszej aksjomatyki)
za pomoca reguty [DON]. Przyjmujemy, zéx) jest udowodnionym twierdzeniem lub aksjomatem
rozwazanej teorii. W prawie rachunku fda = ((p = p) = ¢) zaq podstawimy¢(x) i tak
otrzymujemy, kolejno:

1 é(x)= ((p=p) = é()) prawo rach. zda
2 ¢(x) przyjete twierdzenie
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3 (p=p) = é) [Odr]: 1, 2
4 (p=p) = V.0(x) [DON]: 3

Poniewaz poprzednik w wierszu 4 jest prawdziwy (jako prawo logiki), reguta [Odr] pozwala na
uznanie nastepnika, ktérym jest \8gjowe twierdzenie poprzedzone kwantyfikatorem ogdolnym.

Oprécz operacji oki@onych powyzszymi regutami, stosowana jest operaojdstawiania za
zmienne zdaniowe; ma ona zastosowanie w takim systemie jak obecny, gdzie przyjmuje sie za ak-
sjomaty wszystkie prawa logiki zéa(por. nizej, dowod T1). Oto sformutowanie odpowiedniej
reguty.

[Pod] Na podstawie uznanego twierdzenia ze zmiennymi wolnymi wolnotuzt@nie powstajace

Z tego twierdzenia przez zastapienie zmiennych wolnych innymi wyrazeniami z tej samej kategorii
sktadniowej, za te same zmienne podstawiajac wszedzie te same wyrazenia — pod warunkiem, ze
zadna zmienna, ktora w tym twierdzeniu byta wolna nie stanie sie w wyniku zastapienia zwiazana.

Zastrzezenie zabraniajace zwiazania zmiennych uprzednio wolnych nie dotyczy, Sxieywa-
chunku zda, w ktérym nie ma zmiennych innych niz wolAe.

Przyktady dowodow.

Niech symbole T1, T2 itd. oznaczaja twierdzenia systeHIA Udowodnimy przyktadowo dwa
twierdzenia, ilustrujac tym metody dowodzenia Bdave systemom aksjomatycznym.

Dowdd twierdzenia T1Y, (¢(x) V =¢(x)).

1 pv-p logika zdan
2 ¢(x)V-o(x) [Pod]: 1
3 Va(p(x)Vo(z)) [Gen: 2
Dowadd twierdzenia T2V, (¢ V ¢ (z)) = (¢ V Va0 (x)).

1 Va(o V() = (6 Ve(z) [Pod]: AL
2 Vi(pVu(zr)) = (o Vi(x)) rach zda: 1
3 VuloVi(z)) = (m¢ = p(z)) rach. zda: 2
4 V. (oVi(x))A-o) = (x) rach. zda: 3
5 Vu(oVi(x)) Ao) = Vath(x) [DONT: 4
6 (pVi(z)) = (m¢ = V() rach. zda: 5
7 (pV(z)) = (6 VVah(x)) rach. zda: 6

Odwotanie sie do rachunku ziav niektérych wierszach dowodu oznacza, ze aby uzZy$anute
wystepujaca w danym wierszu, trzeba skorz§staodpowiedniego prawa rachunku, stosujac do
niego operacje podstawiania.

Wiele przyktadéw dowodow opartych na powyzszych aksjomatach i regutach znajduje sie w
dziele Hilberta i Ackermanna [1928]. Dowody oparte na odmiennym zbiorze aksjomatow i regut
znajduja sie u Grzegorczyka [1981]. W nastepnym odcinku zostana podane, juz bez dowodéw, inne
twierdzenia dajace sie stosunkowo tatwo dawies systemieHA Bytyby to jednak dowody bar-
dziej zmudne niz te, ktore sa dostepne w systemach dedukcji naturalnej (omawianych w nastepnych
partiach tego rozdziatu), totez poprzestaniemy na dwéch podanych wyzej przyktadach.

2 Por. Lukasiewicz [1929], Mostowski [1948]. Jest to raczej swobodne sformutowanie reguty podstawiania;
precyzyjne technicznie sformutowanie mozna znalwStownikuPogorzelskiego [1992]).
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1.3. Wybrane twierdzenia logiki predykatow, ich stosunek do jezyka natural-
Nega Zanim bedzie sie rozwazanne niz aksjomatyczna metody dowodzenia (zob. podrozdziaty
4 5), jest miejsce na pytanie, jak maja sie prawa logiki predykatow do sposobéw wnioskowania
w jezyku naturalnym. Twierdzenia T1 i T2 z poprzedniego odcinka mogahyle zniechecajace,
Ze opisuja jakié przestawianie symboli, w ktérym trudno dopatraée podobiastwa do naszych
rzeczywistych rozumowa O ich wyborze zadecydowata tatsmi krotkoSE dowodzenia, a faktem
jest, ze z kolosalnego zbioru twierdekgiki predykatow tylko ograniczona ich liczba znajduje za-
stosowanie w praktyce, dzigki czemu ma wyrazne odpowiedniki w strukturach jezyka naturalnego.

Podane dalej twierdzenia sa sformutowane nie w catej o§éinktéra przystuguje wyrazeniom
zapisywanym wyzej za pomoca liter greckich (wprowadzonych po to, by reprezeénfomauty
zdaniowe o dowolnej ztozomsei). Zeby uprécic wizualnie i przez to uczytelbizapisy, bedziemy
uzywali predykatéw, jedno- lub dwuargumentowych, symbolizowanych litelami), R, rezy-
gnujac tez, dla krétk&ci, z brania argumentow w nawias i oddzielania ich przecinkami. Beda to
wiec przyktadowe podstawienia praw logiki, wystarczajace jednak, bytdg&o istotne w struk-
turze owych praw.

Oto wybrane twierdzenia, ktore zostana nastepnie skomentowane.

T3: V,Px =—-4,-Px

T4. 4,Px = -V,—Px

T5: Vu(Pz A Qx) = (Vo Pz AV,Qx)
T6: 3,(Px A Qx)= (3,Px N J.Qx)
T7: 3,(PxV Qx) = (3,Px Vv 3IQx)
T8: (V,PrVV,.Qzr)= V. (PxV Q)
T9: V,(Pz = Qx) = (V. Pz = V,Qx)
T10: V. (Px = Qz) = -3, (Px A =Qx)
T11: V.V, Rxy =V, ¥, Rxy

T12: 3,3, Rxy = 3,3, Rxy

T13: 3,V Rxy = V,3,Rxy.

Zdanie T3 mozna wykorzystgako definicje kwantyfikatora ogélnego za pomoca egzystencjal-
nego i negacji, a T4 jako definicje egzystencjalnego przez ogdolny z negacja. W s &haimdna z
takich definicji nie jest potrzebna, poniewaz oba, a nie tylko jeden, kwantyfikatory sa wprowadzone
za pomoca stosownych aksjomatéw i regut. Mozna jednak skonsttusysdem, w ktérym tylko
kwantyfikator egzystencjalny bytby terminem pierwotnym, to jest wystepujacym w aksjomatach,
zas kwantyfikator ogélny zostatby wprowadzony definicyjnie. Mozna by tez Zagdkwantyfika-
tora ogolnego i negacji jako pierwotnych, a nastepnie wprovgadefinicyjnie egzystencjalny. Te
stosunki miedzy kwantyfikatorami maja odpowiedniki w jezyku naturalnym. Dla T3 jest to fakt, ze
zdaniekazdy jest przekupnyiozna zastapizdaniermie ma takich, co by nie byli przekupiila T4
jest to zamienngt miedzy zdaniamistnieja dobrzy ludzi®raznieprawda, ze nik{z ludz) nie jest
dobry.

Zwrétmy tez uwage, ze negujac obie strony w rownowdazrach T3 i T4 (co prowadzi znowu
do zda prawdziwych), otrzyma sie dalsze prawa dotyczace stosunkdéw pomiedzy kwantyfikatorami

3 W gruncie rzeczy, zbiér twierdielogiki jest nieskdczony przeliczalnie, tzn. ta nieshezondcia, ktéra
jest wissciwa zbiorowi liczb naturalnych (uzywanych do numerowania twigtjizéest to oczywiste, gdy sie
zwazy, ze kazde dwa prawa logiki potaczone np. symbolem koniunkcji daja nowe prawo (dotyczy to takze
innych funktoréw), co powoduje wzrost ich liczby do niegkaondci.
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i negacja, zwane prawami de Morgana dla kwantyfikatoréw — od nazwiska angielskiego algebra-
ika z XIX w.; analogiczne prawa zachodza w rachunkufzdéa relacji pomiedzy negacja oraz
koniunkcja (odpowiednik kwantyfikatora ogolnego) i alternatywa (odpowiednik kwantyfikatora eg-
zystencjalnegoj.

Nastepne pig praw dotyczy rozdzielania kwantyfikatorow pomiedzy cztony réznych funkciji
prawdziwaciowych lub tez wyprowadzania ich przed &@talanej funkcji. Prz&ledziwszy te
zalezn&ci, mozna zauwazyich podobi@stwo do zalezr&ci miedzy spojnikami i kwantyfikato-
rami jezyka polskiego. Na przyktad, T5 oddaje rownowdznmiedzy zdanienkazdy jest mtody i
bogatyoraz zdanienkazdy jest mtody i kazdy jest bogaty

Co sie tyczy T6, zalezrsd zachodzi tylko w jedna strone. Implikacja odwrotna, mianowicie:

(2 Px&3,Qx) = 3, (Px&Qx)

nie jest prawem logiki. Mozna to wykazg@rzez dobér odpowiedniedgmntrprzyktadu , tj. takiego
stanu rzeczy, w ktorym — w przypadku implikacji — poprzednik bedzie prawdziwy, a nastepnik
fatszywy. Oto prosty kontrprzyktad do powyzszej formuty. Niech rozwazana dziedzina bedzie zbiér
liczb catkowitych, co znaczy ze zmienna halezy odczytywa zwrotem ‘liczba catkowita’. Dalej,
odczytajmy P’ jako predykat ‘jest liczba parzysta’, &)° jako predykat ‘jest liczba nieparzysta’.
Wtedy poprzednik powyzszej implikacji jest prawdziwy, bo istnieja liczby parzyste oraz istnieja
nieparzyste, Zanastepnik jest fatszywy, bo nie jest prawda, ze istnieje liczba zarazem parzysta i
nieparzysta.

Zdanie T7 okréla pewien stosunek miedzy alternatywa i kwantyfikatorem egzystencjalnym.
Mozna, mianowicie, ten kwantyfikator rozdziglniedzy cztony alternatywy (implikacja od lewe;j
do prawej) i mozna go tez wytaczyrzed alternatywe (implikacja od prawej do lewej). Co sig ty-
czy stosunku miedzy alternatywa i kwantyfikatorem ogéinym, sliergo implikacja T8. Implikacja
odwrotna nie zachodzi, nie ma wiec rGwnowageip co mozna znowu wykaz&ontrprzyktadem.
Ma on obalt formute:

V.(Pz V Qr) = (V. Pz V V. Q).

Niech rozwazana dziedzina bedzie zbior ciat niebieskich, jednym z predykatéw ‘jest gwiazda’, a dru-
gim ‘jest nie-gwiazda’ (a wiec planeta, kometa etc.). W tej dziedzinie poprzednik powyzszej impli-
kacji jest prawdziwy (kazde ciato niebieskie jest gwiazda lub nie-gwiazda), nastegniatgaywy,

bo nie jest prawda zaden z cztondw alternatywy, ani ten, ze kazdy obiekt na niebie jest gwiazda, ani
ten, ze kazdy jest nie-gwiazda (co ocz$eie, mozna wyraziptynniej, ze nie jest gwiazda).

Zdanie T9 stwierdza rozdzielso kwantyfikatora ogélnego wzgledem implikacji. Implikacja
odwrotna (tj. wyprowadzanie kwantyfikatora przed implikacje) nie zachodzi, a po kontrprzyktad
siegnijmy (ch@by dla rozmaitsci) do repertuaru predykatéw pustych, tzn. takich, ktére o zadnym
przedmiocie nie dadza sie prawdziwie orzec. Niedl bedzie predykatem ‘jest dobra wrézka’

a ‘B’ predykatem ‘jest blondynka’, a dziedzina, w ktorej rozgrywa sie akcja niech bedzie zbiér
wszystkich pa (one sa wiec teraz ,iksami”, o ktérych opowiada nasza formuta). Zbadajmy, czy da
sie obront prawdziwat implikacii:

(Vo Bz =V, Wz) =V, (Bxr = Q).

Jej nastepnik jest falszywy, bo skoro nie ma w ogole wrézek, to zadna blondynka nie jest wrozka.
Poprzednik natomiast jest (sam bedac implikacja) prawdziwy z racji fatstjivewvego wiasnego
poprzednika, ktéry twierdzi wbrew faktom, ze kazda pani jest blondynka; w tej sytuacji mozemy
nawet darowa sobie dociekanie prawdzigoi nastepnika (czy kazda pani jest dobra wrézka?), bo
niezaleznie od wyniku poprzednik (catej implikacji) pozostanie prawdziwy. A to przy falszywym
nastepniku falsyfikuje (czyli czyni falszywa) rozwazana implikacje.

4 Prawa de Morgana sa obszerniej oméwione ponizej, przy sposobngkorzystania ich jako przyktadéw
dowodzenia, w odcinku 4.5.
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Do tego wniosku dojda nie tylko pesysai, ktdrzy nie wierza w dobre wrdzki. Mogadatasny
kontrprzyktad takze optyrsci, uznajacy ich istnienie. Trzeba jedynie, by sie zgodzili, ze nie wszyst-
kie blondynki sa dobrymi wrozkami (a tylko, powiedzmy, niektore), co sfalsyfikuje nastepnik catej
implikacji, oraz by zadbali o prawdzivgd jej poprzednika, ktéry sam bedac implikacja nabedzie
prawdziwdci dzieki swemu fatszywemu poprzednikowi; a zeby ten ostatni byt falszywy, wystarczy
(jak w poprzednim kontrprzyktadzie, autorstwa pesymistéw), ze nie kazda pani jest blorrdynka.

Zdania od T5 do T9 dotycza rozdzielania kwantyfikatorow, opisujac tym wazne fakty logiczne.
Pierwsze jednak miejsce gdy idzie o zastosowania nalezy przymmtepujacemu po nich prawu
T10. Wyraza ono jedna z najpraktyczniejszych prawd logiki: uczy jak ébatplikacje z kawn-
tyfikatorem ogo6lnym, co wobec zalewu btednych uogdiniest szczegdlnie cenna umiejesaa@.

Widat z tej rownowazngci, ze aby obati ogdlne zdanie warunkowe trzeba udowdadisitnienie
takiego przedmiotu, o ktorym prawda jest poprzednik tego zdania, a nieprawda nastepnik. A z ko-
lei, jak dowodzt istnienia uczy to prawo, ktore pozratiy jako aksjomat systenHA wystarczy
wskaz& (bodaj jeden) przedmiot o pewnej wkasoq by by uprawnionym do stwierdzenia, ze
istnieja przedmioty o tej wiasisai.

Jest to wyborna bioprzeciw nie liczacym sie z faktami stereotypom. Poglad, ze wszyscy je-
dynacy sa egoistami obalamy przez wskazanie na jedynaka altruiste (w dialekcie logiki predykatow
odpowiada temu zdanie: istnieje takizex jest jedynakiem i nie jest egoista). Opinia, ze (wszyscy)
Szkoci sa skapi okazuje sie mylna, gdy wskaze sie na szczodrego przedstawiciela tej nacji. Temu,
ze kazdy artysta stroni od techniki zaprzecza casus Leonarda da Vinci. | tak dalej.

Ostatnie trzy prawa dotycza predykatéw dwuargumentowych. Dwa pierwsze z nich, tj. T11 i
T12 sa na tyle oczywiste, ze nie potrzebuja komentarza. Sa one uzyteczne jako tto dla trzeciego, w
ktorym mamy do czynienia nie z rbwnowa&uia lecz z implikacja. Powstaje pytanie, czy zachodzi
implikacja odwrotna, to jest:

VydyRry = 3,V Rxy.

Okazuje sig, ze nie zachodzi, co mozna wykakantrprzyktadem. NiechlR bedzie stosunkiem
wiekszaci miedzy liczbami catkowitymi. Przy tej interpretacji poprzednik jest prawda, bo istot-
nie dla kazdej liczby istnieje liczba od niej wigksza, co daje niaskony zbidr liczb; ta Z&nie-
skonczon@&E sprawia, ze falszywy jest nastepnik, ktory powiada, ze istnieje liczba wieksza od kazde;j
liczby. Takze w dziedzinach mniej abstrakcyjnych tatwo o kontrprzyktady. Niech bedzie o jaki
krag bojazliwych, gdzie kazdy ko§asie boi; z tego jednak nie wynika, ze istnieje&tkogo boja

sie wszyscy.

Taka roznorodn& przyktadéw pokazuje, jak wiele mozna wyst@wiv jezyku logiki predy-
katow. Nie zawsze jednak ten schemat syntaktyczny, nakazujacy ttzgimauktadu predykat-
argumenty, jest tak operatywny, jak &y potrzebowali dla sprawnego rozumowania. Istotnym
ulepszeniem jezyka jest wprowadzeniehdeszcze jednej statej logicznej, mianowicie symbolu
identyczn&ci. Czyni sie to na drodze aksjomatycznej, kontynuujac @oiejmetodologiczne do
logiki przedstawione wyzej na przyktadzie systetf\

2. Teoria identyczno Sci

° zdanie T9 jest dowodzone dalej dwukrotnie, za kazdym razem inna metoda: w odcinku 4.3 (przyktad
P.5 ) metoda dowodu wprost wedle regut jednego z systemow dedukcji naturalnej, a w odcinku 5.3 metoda
dowodu nie wprost, w wersji dostarczajacej kontrprzyktadu. Te przyktadowe dowody s&laomjako wzorce
dowodzenia, ktére moga byastosowane rowniez do kazdego innego z twidrdzesty T1 — T13.

6 Dowdd zdania T13 podany jest dalej dwukrotnie: w odcinku 4.3 jako przyE?aa. , gdzie jest dowo-
dzony metoda wprost, i w odcinku 5.3, gdzie jest dowodzony metoda nie wprost; w tym drugim znajduje sie
takze argumentacja, ze implikacja odwrotna do T13 nie jest prawem logiki.
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2.1. Dlaczego jeszcze jedna stata logiczna?2bieraty sie nam do tej pory dwa komplety
statych logicznych: jeden z logiki zélaw ktérym mamy do dyspozycji funktory negacji, koniunkcji,
alternatywy i rownowazr&ri (a j&li zechcemy, to i wiecej), drugi &z logiki predykatéw, zawie-
rajacy kwantyfikatory ogdélny i egzystencjalny. Pytanie, czy mogajbgzcze inne state logiczne
skiania do zastanowienia, jak zdefini@vaojecie statej logicznej, @i nie chcemy poprzestana
okresleniu zbioru takich statych przez proste wyliczenie. Wymaga to pewnej refleksji nad natura
logiki.

Refleksja taka pochodzi od Gottfrieda Wilhelma Leibniza (1646—-1716), prekursora matematy-
zacji i mechanizacji wnioskowania, ktéry byt tylez genialnym filozofem, co matematykiem. Jako
filozof zywit on mysl o niesk@czonej liczbieswiatow mozliwych, takze tych niezrealizowanych,

z ktérych jedne mogtyby iy podobne do naszego, a rézmie tylko pewnymi faktami historii,

inne z& miatyby catkiem inna historig, jeszcze inne bylyby zaludniane z gruntu odmiennymi gatun-
kami istot, a niektore podlegatyby prawom catkiem innej fizyki. We wszystkich jednak musiataby
obowiazywa& ta sama logika. Prawa logiki bowiem sa zbudowane z takictcpkjére zachowuja
waznat niezaleznie od tego, jakie fakty i jakie prawa fizykalne zachodza w d&wjetie. Jsli w
ktoryms zytyby, powiedzmy, ogniste smoki, to pozostanie zawsze prawda, ze smok jest smokiem,
niezaleznie od tego, jakim podlega prawom biologii czy fizyki. Prawdy obowiazujace w kazdym z
mozliwychSwiatow sa prawami logiki.

Istnieje klasa prawd w taki wkaie sposob uniwersalnych, a nie dajacych sie wystawido-
tychczas opisanym jezyku logiki predykatéw. Sa to zdania zbudowane z samych zmiennych oraz
symboluidentyczndsci, zwanej teztozsamécig a niekiedyréwndscia Symbol ten, jak dobrze
wiemy z praktyki matematycznej, odgrywa w naszych rozumowaniach role nie do zastapienia, totez
ten wzglad na rozlegt zastosowa, jak i 6w charakter uniwersalny symbolu identyczaioprze-
mawiaja za przyjeciem go do rodziny statych logicznych.

Do zapoznania sie z teoria identycsgotrzeba sie przygotowana dwa sposoby. Jednym z nich
jest rozwazenie réznych wiasea relacji, by spérdd nich dobrate, ktére beda charakteryzodva
stosunek identyczrézi. Drugie z& przygotowanie polega na wjaieniu procedury aksjomatyzaciji,
niezwykle doniostej dla procesow konceptualizacji; bedzie sposatrapozné sie z ta procedura
przy wprowadzaniu pojecia identyczm, poniewaz jego t& jest charakteryzowana przez pewien
uktad aksjomatow.

2.2. Rodzaje relacji Wiasndci relacji musza hiy relatywizowane do okéonych zbiorow.
Na przykiad, relacja podzielsoi (bez reszty) zachodzi dla kazdej pary obiektéw w zbiorze liczb
utamkowych (do ktorego naleza liczby bedace wynikami dzielenia), lecz nie dla kazdej pary w
zbiorze liczb catkowitych. Tego rodzaju relatywizacja dotyczy takze wissno ktérych bedzie
dalej mowa; znaczy to, ze rozpatruje sie zawsze relacje w f@khiorze.

Relacja nazywa sigwrotna, gdy dla kazdego elemeniuz danego zbioru, spetniony jest waru-
nek:

rRx.

Relacja zwrotna w zbiorze ludzi jest np. podaisevo (kazdy jest podobny do samego siebie), a nie
jest, jesli wierzyt przystowiu, stosunek osadzania (,,nikt nie jest sedzia we wtasnej sprawie”).

Relacja nazywa sigymetrycznag gdy dla wszelkich elementdw, y z danego zbioru zachodzi
warunek:

jeeli xRy, to yRx.

Symetrycznym stosunkiem jest np. sasiedztwo na osi liczb, a nie jest nim w zbiorze liczb naiejszo
Relacja nazywa sigrzechodnia, gdy dla wszelkich elementéw y, z z danego zbioru zachodzi
warunek:

jeeli xRy i yRz, to xRz.
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Przechodnim stosunkiem w zbiorze przedmiotow materialnych jest np. rOwnol&rvenoie jest
przechodnim podobiestwo barwy (o czynswiadczy naocznie tecza).

Te trzy cechy przystuguja identyczsm, jak to dalej zostanie zapisane w sposob formalny.
Nalezy w tym kontekcie wspomnié o innych jeszcze cechach, ktére przydarzaja sie relacjom,
pomoze to bowiem uwydatnito, co dla identyczriri jest specyficzne.

Relacja nazywa signtysymetryczna gdy dla wszelkich elementéw, y z danego zbioru za-
chodzi warunek:

jeeli xRy, to nie jest prawd, e yRx.
Antysymetryczne sa wszelkie postacie mniegzad wieksz&ci, np., w zbiorze bryl, posiadanie
wigkszej masy.

Relacja nazywa sigpojna, gdy dla wszelkich przedmiotéw, y z danego zbioru, o ile jest
rézne ody zachodzi warunek:

rRy lub yRx.

Stosunek mniejsAzi jest spojny w zbiorze liczb catkowitych, bo dla kazdych dwéch liczb réznych
od siebie jest prawda, ze kt&ra nich jest mniejsza od drugiej. Natomiast relacja wyrazana stowem
‘kochat’ nie wydaje sie b§ spéjna w zbiorze ludzi, podczas gdy spdjna ma, bwedle pewnego
zgryzliwego satyryka, relacja bania sie kéggdyby tak byto, to dla kazdych dwoch réznych ludzi
ktorys z nich boi sie drugiego.

Kazda z wymienionych cech jest niezalezna od pozostatych, to znaczy moze przyétejaei
nie pociagajac przystugiwania pozostatych. taczac z kolei te cechy w pewne uktady, otrzymamy
zlozone wiasnsci relacji. Wsréd nich sa dwie szczegoélnie wazne z logicznego punktu widzenia.
Oto ich definicje.

Relacja nazywa sigdwnosciowaw pewnym zbiorze, gdy jest w tym zbiorze zwrotna, syme-
tryczna i przechodnia. Relacja rowswowa nazywa sie tez krotkdwnoscia(spotyka sie tez wich
miejscu terminy ‘relacja rownowazgoiowa’ i ‘rownowaznéc’).

Relacja nazywa sigorzadkujaca liniowo pewien zbior, gdy jest w nim spojna, antysymetryczna
| przechodnia.

O pewnej whasnsci stosunkéw byla juz mowa wczeiej, poniewaz byto to konieczne dla
wyjaSnienia, co to jest funkcja, by moc z kolei wprowatziojecie funkcji prawdziwsciowe;.
Powt6rzymy to okrélenie, ale w spgob bardziej systematyczny i w najbardziej odpowiedninm dla
kontelscie, ktérym sa obecne rozwazania.

RelacjaR nazywa sigunkcja, inaczejrelacja jednoznaczng okreslona na elementach zbioru
X i owartdsciach ze zbiory’, gdy

(o) dla kazdego elementu x zbiorustniejetaki element y nalezacy do zbioru Y, ze xRy
() dla kazdego elementu x zbioru X istnigjdko jedenelement y nalezacy do Y taki, ze xRy.

Przyktaddw takich relacji dostarczaja funkcje prawdZweiowe rozpatrywane w rozdziale trzecim.
Inny przykiad: funkcjay = 2z moze by traktowana jako ok&ona na zbiorze liczb naturalnych i
przyjmujaca warteci ze zbioru liczb parzystych; innymi stowy, kazdej liczbie naturalnej funkcja ta
przyporzadkowuje jedna i tylko jedna liczbe parzysta.

Gdy relacja jednoznaczna zachodzi w obu kierunkach, jak np. relacja fisbhkize w
spoteczéastwie monogamicznym, to nazywa sie amaajemnie jednoznaczna

Istotna cz& wprowadzonych wyzej popedotyczacych rodzajow relacji bedzie przydatna w
rozpatrywaniu identyczrsei, inne znalazty zastosowanie w rozdziale trzecim, jeszcze inne zostana
wykorzystane w rozdziale szostym.

2.3. Aksjomatyczna charakterystyka identyczn&ci. Identycznét nalezy do szerszej
klasy relacji zwanych réwriziami, to znaczy relacji przechodnich, zwrotnych i symetrycznych.
Ale nie kazda rownst jest identyczngscia. Na przyktad stosunek rovgigictwa jest rownscia, ale
rowiesnicy nie sa identyczni, nawet gdy sa blizniakami. ldentyézmmsiada jeszcze wlassn
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ktora ja odréznia od innych réwsoi, mianowicie te, ze gdy dwa przedmioty sa identyczne, to
cokolwiek da sie orzec prawdziwie o jednym, jest tez prawdziwe o drugim; nie tak ma sie sprawa z
blizniakami czy sobowtérami, dlatego nie sa one identyczne, nawet gdy pod wieloma wzgledami sa
rowne czyli takie same. Znaczy to, oczywie, ze dwa przedmioty identyczne sa w gruncie rzeczy
jednym przedmiotem.

Wiasnat ta ma réwniez swa nazwe, mianowiglkstensjonaln&t. Tak wiec cztery twierdze-
nia, kazde dotyczace innej cechy, catkowicie charakteryzuja ident$tzno

W pewnym sensie, wystarczaja do charakterystyki dwa z tych czterech, mianowicie A&grotno
i ekstensjonaln&. Pozostate dadza sie udowotiprzez wyprowadzenie z tych dwoch podstawo-
wych, przyjmowanych jako aksjomaty teorii identycsanbd Oczywscie, da sie wyprowadziz tych
aksjomatow o wiele wigcej twierdae ale te dwa, symetryczBo i przechodniét sa szczegolnie
wazne poniewagwiadcza o tym, ze identycz&onalezy do klasy relacji zwanych réwsmami.

Oto zdania przyjete jako aksjomaty.

=1 ZWrotnase;
(x =vy) = (¢(z) = o(y)) ekstensjonalrit.

A oto wlasnéci wyprowadzalne z aksjomatéw.

(r=vy)=(y==x) symetryczné&c;
(x=y)AN(y=2)) = (v =12) przechodni&c.

Symetrycznét wynika natychmiast ze zwrotgoi, gdy na podstawie ekstensjonanbprzyjmie
sie regute WZ (wnioskowania przez zastepowanie), ktéra w swobodny sposéb mozna&wjgiazi
nastepuje.

WZ Gdy z i y sa identyczne, to z formukp mbéwiacej c& oz mozna wywnioskowa formute,
ktora rozni sie odp tylko tym, ze 2’ zastapiono przezy’ (pod warunkiem, ze nie zastepuje sie
zmiennych zwiazanych i ze zadna zmienna wolna nie staje sie w miejscu zastapienia zwiazana).

Na tej podstawie, gdy: = y, wolno w kazdym zdaniu moéwiacym s x zastapt ‘x’ przez ‘y'.
Takim zdaniem jest aksjomat ‘= z’; zastepujemy wiec pierwsze wystapienie symbalusymbo-

lem ‘y’, otrzymujac 'y = «’. Skoro z& z ‘z = 1’ daje sie poprawnie wywnioskowdy = ', to nie

moze by tak, by drugie byto fatszywe, gdy pierwsze jest prawdziwe, a zatem prawda jest implika-
cja‘r =y = y = 2’, czyli prawo symetryczngci. Analogicznie mozemy dowée przechodnisci
identycznéci.

3. Co to jest reguta wnioskowania

3.1. Twierdzenia, hormy, reguty Opis logiki skonstruowanej jako system regut nalezy po-
przedz€ objgénieniem pojecia regulty. Pomocnym do tego kontekstem sa terminy ‘twierdzenie’ i
‘norma’. Funkcjonuja one w mowie ludzi wyksztatconych, ale nie zawsze w taki sposob, ktory by
nie wymagat uzupetnieczy ulepsza.

Pierwszy krok w tym przedsiewzieciu zawdzieczamy gramatyce. Odrdznia sie wdaisja
oznajmujace i rozkazujace. Te pierwsze stuza do opisywanéaviata za pomoca twierdae te
drugie do zmieniania go poprzez oddziatywanie na ludzkie zachowania. ‘Niektorzy nie kradna’ to
twierdzenie opisowe w formie zdania oznajmujaceg8, @i kradnij’ to zdanie rozkazujace, majace
wplynat na postepowanie. Twierdzenia opisgjgiat prawdziwie lub falszywie, czyli przystuguje
im wartost logiczna(por. rozdz. trzeci, odc. 1.2). Rozkazom nie przystuguje véarmgiczna, bo
nie sa one opisami, ktére mogtybybyggodne lub niezgodne z opisywana rzeczyvsia.

Gdy zdanie rozkazujace dotyczy nie aktu jednorazowego (‘zamknij to okno’) lecz ustanawia
jakis powszechny spos6b postepowania, méwimy, ze wyraza ono pewme. Takimi normami
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sa np. przykazania Dekalogu. Odrdznia sie normy prawne, ustanowione przez kompetentna do tego
wiadze, od norm moralnych, ktérych pochodzenie jest mniej oczywiste i réznie bywa ttumaczone
(w zaleznéci np. od pogladoéw filozoficznych). Norma nie mus€hyyrazana w formie zdania roz-
kazujacego; mamy do tego specjalny zasob stow, takich jak ‘powinno sig’, ‘nalezy’, ‘obowiazuje’,
‘jlest nakazane’ itp. Ich koniecznym uzupetnieniem w kazdym systemie normatywnym sa stowa
wyrazajace przyzwolenie, jak ‘wolno’ czy ‘jest dozwolone’ oraz stowa do slarga uprawnie.

Normy, podobnie jak rozkazy, nie sa ani prawdziwe ani fatszywe, co nie znaczy jednak, ze nie
przystuguje im pewien swoisty sposéb uzasadniania ich st&szno

Nie tylko normy sa wystawiane za pomoca adazkazujacych albo ich odpowiednikow w ro-
dzaju ‘powinno sig’ czy ‘nalezy’. Ta sama forma stuzy do wystowienia tego, ccstamey mianem
regut, poniewaz i normy i reguly zalecaja jakigposoby postepowania; stad, nie trudno jest pamyli
jedne z drugimi. W ich trgci jednak zachodzi istotna réznica. Za norma stoi§akéadza czy au-
torytet; nie musi ona liczy sie z wola tego, ktéry tej normie ma dpoddany.Reguta natomiast
odwotuje sie do woli dziatajacego, olglajac zalezngt miedzy celem, przez niego samego posta-
wionym, asrodkami do jego osiagniecia. Typowym przyktadem regut sa przepisy kulinarne. Nie
moéwia one, ze ktokolwiek ma obowiazek przyrzatibarszczyk z uszkami, aleSietak sobie posta-
nowi, to musi sie zachovzaw okreslony sposoéb (tu juz regufa nie zostawia dowdlcip mianowicie
zaopatrzg sie w buraki, make etc., zet&zburaki, rozrohg ciasto itd.

Kréotko moéwiac, normy wyrazaja powinBoi, a reguty dotycza umiejetaoi. Gdy idzie o reguty
logiczne, o ktérych bedzie dalej mowa, dotycza one umiefginonioskowania.

Umiejetn&t jestscisle zwiazana z wiedza &wiecie, nawet gdy ta wiedza nie jest wyrazona w
stowach, a stanowi jedynie jakizapis, powiedzmy, w komdérkach neuronowych. Etdec reguty,
podobnie jak rozkazy i normy, nie sa same w sobie prawdziwe ani fatszywe, to jednakfiahsc
—to znaczy to, na ile daja one skutec&ndziataniom — zalezy od prawdziwoi zaktadanej przez
nie wiedzy. Tak jest z przepisami kulinarnymi, tak z regutami treningu sportowego (wspartymi na
doSwiadczeniu i na wiedzy biologicznej), tak z regutami dyplomaciji itd. | nie inaczej z regutami
wnioskowania. O wiedzy, ktorej reguta zawdziecza swa trsfnpowiemy, ze uzasadnia ona te
regute.

3.2. Wnioskowanie jako transformacja zdaniowa zachowujaca prawdezdanie
opisowe, ktore uzasadnia regute wnioskowania nazywarsigem logiki lub, twierdzeniem lo-
giki. MAwimy wiec o takim prawie, ze jest prawdziwe, nie méwimyszago o regule, ktéra ono
uzasadnia czyli, mowiac swobodniej, wspiera. Prawd&owwaw logiki jest szczegdlnego rodzaju.
Ta osobliwgt polega, by tak rzec, na ich absolutnej uniwersaditoabsolutnej w tym sensie, ze
obejmuje ona nie tylko caty realrswiat, lecz takze wszystkie mozlivesviaty; mozliwe, to znaczy
niesprzeczne.

Zilustrujmy to aksjomatem Al systenHA(por. wyzej odc. 1.1). Jak rozuntigoowiedzenie,
ze jest on prawda w kazdym mozliwyswiecie? Prawo to twierdzi, 2e(y) = Jzp(x); to znaczy,
ze gdy jaks obiekt jest taki a taki, to istnieje obiekt taki a taki. Niech nazwa obiektu bedzie imig
biblijnego MojzeszaZeby uzn& Al za prawde, nie trzeba sie zastanawizy Mojzesz nalezat do
Swiata realnego, jak sadza osoby literalnie wierzace w Biblige, czy do jesgata mitologicznego.
W kazdym z nich jest prawda, zesje Mojzesz ogtosit Dekalog, to (istnieje) K&o(kto) ogtosit
Dekalog. Albowiem jest to prawda warunkowa, ktéra mowi, ze z pierwszego wynika drugie, czyli
drugie jest prawd@od warunkiemze pierwsze jest prawda; nie mowi sieszataj wcale, ze jest
prawda pierwsze czy drugie samo w sobie. Dziegki temu Al jest prawda w kazdym mozliwym
Swiecie.

Reguta wnioskowania, ktora znajduje uzasadnienie w Al jest nastepujaca:

e(y)
Jzp(x)
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(spotkamy sie z nia potem pod nazwa reguty dotaczania kwantyfikatora egzystencjdlnego).

Pozioma kreska jest umownym symbolem wskazujacym na to, ze wyrazenia nad kreska sa
przestankami (moze laywiecej niz jedna), Zzawyrazenia pod kreska sa wnioskarfirzestanka
jest to zdanie, ktére w danym wnioskowaniu uznajemy za prawdziweniasek jest to zdanie,
ktore uznajemy za prawdziwe dlatego, ze wynika logicznie z przestanki. Powiedzénieere -
nika logicznie znaczy tyle, ze zdanie rowne co do ksztattu przestance stanowi poprzednik, a zdanie
rownoksztattne z wnioskien stanowi nastepnik w jakipnawie logiki.

To przepcie od twierdzenia, czyli prawa, do opartej na nim reguty ma analogie poza logika, takze
gdy idzie o reguly kierujace naszymi dziataniami na codzie ile wpiszemy w nie odpowiednie
odniesienie do celu dziatania. Jest np. prawo fizyki, &6 ociera sie dostatecznie dtugo i mocno
dwa drewka, to powstaje odie To prawo jest uzasadnieniem dla przepisu na rozpalanie ognia:
chcesz (tj. masz na celu) uzyskagien, to pocieraj drewka. Przykltad ten ilustruje, jak reguta wiaze
cel zeSrodkiem na podstawie jak&jviedzy oSwiecie.

Mamy reguty dotyczace takiego przeksztatcania obiektow, zeby przy wprowadzanyemdkn
nach obiekt zachowat pewna zamierzona widsndak jest z rzutowaniem jakigptaszczyzny na
0§ wspotrzednych, z kopiowaniem tekstu czy rysunku (moga Wiarwy, ale zostaja ksztatty), z
przektadem z jezyka na jezyk (zmiana brzmienia przy zachowaniu sensu), i tak dalej. Do tej klasy
naleza reguty wnioskowania wspotczesnej logiki. Glaga one dopuszczalne zmiany struktury
wyrazeh bedacych przestankami — tak, by przy tych przeksztatceniach strukturalnych zachowata sie
prawdziwat przestanek. Tak wiec, reguta wnioskowania powiada: gdy mamy zdanie lub zdania o
strukturze (czyli formie)Sy, to ich przeksztatcenie (czyli transformacja) na zdanie o strukttirze
zapewnia temu drugiemu prawdzi®m o ile zdania podpadajace pSd sa prawdziwe. Taka struk-
tura (np. p&1)) reprezentuje nieskmzenie wiele podstawie(np. wszystkie koniunkcje wyrazalne
w danym jezyku); a ze reguta wnioskowania (np. ta, ktéra pozwala z powyzszej formuty wywnio-
skowa ¢) dotyczy wszystkich mozliwych podstaviigkazdemu z nich gwarantujac zachowanie
prawdy przy danej transformacji, stusznie nosi ona miano niezawodnej (por. Borkowski [1972]).

Czemu stuzy taka dziatalso transformacyjna?  Uzyskiwaniu nowych informacji, czyli
powiekszaniu naszej wiedzy. Chten przyrost wiedzy nie jest zauwazalny przy kazdym z osobna
przeksztatceniu, to na kau ich dtuzszego fecucha wytania sie zdanie, ktérego nie datoby sie uzy-
sket na innej drodze. Tak matematyk dochodzi do nowych, nieraz rewelacyjnych twiertdike
detektyw znajduje zaskakujace rozwiazanie zagadki kryminalne;j.

4. System zatozeniowy SB

4.1. O systemach zatozeniowyche czét rozdziatu trzeba zaczad pewnych uzupetnie

rysu historycznego danego na wstepie. Byla tam mowa o pierwszej fazie rozwoju wspoétczesnej
logiki, fazie scisle powiazanej z budowaniem podstaw matematyki. Konstruowane wtedy systemy
logiczne mialy dostarczaaksjomatéw matematyce, a wiec same musiafy gksjomatyzowane.
Zauwazono jednak (pod koniec lat 30tych), ze ludzie stosujacy logike w swych rozumowaniach, w

" Niektorzy autorzy nie nazywaja takiego zapisu reguta wnioskowania, lecz schematem wnioskowania; w
tym ujeciu reguta jest wypowiedz, ktéra stwierdza o danym schemacie, ze jest on poprawny czyli niezawodny
(por. Borkowski [1972]). Takie postepowanie terminologiczne ma dobre racje, lecz ma swe zalety takze
krotkost, ktéra uzyskamy dzieki umowie, ze owo orzeczenie ,jest schematem niezawodnym?” jest wyrazane
przez poziomakreske (imitujaca kreske utamkowa); wtedy, ocsyiei nie wolno pisatej kreski w przypadku
schematow nie bedacych niezawodnymi.

8 Poniewaz odwoluja sie one do ksztaltu, a nie do sensu, maga ppwodzeniem stosowane przez kom-
puter. Tak rozwoj logiki doprowadzit do mozlivgoi wspétdziatania cztowieka z komputerem réwniez we
wnioskowaniach.
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tym matematycy, korzystaja jedynie z tych narzedzi, ktorymi sa reguty wnioskowania, ignorujac w
praktyce aksjomaty logiczne oraz wywiedzione z nich prawa.

Przypomnijmy, kazdy system aksjomatyczny md ikksjomatéw i niezbedne do dowodzenia
minimum regut, np. dwa asjomaty i trzy reguty w logice predykafd\A Praktyka jednak nie ogra-
nicza sie do takiego minimum regut, stosujac reguty tam, gdzie teoria logiczna oferowata aksjomaty.
Na przykiad, jak to byto oméwione wyzej (odc. 3.2), zamiast aksjomatu Al z sysl'dvﬁlsto-
suje sie regute dotaczania kwantyfikatora egzystenjalnego, omawiana nizej pod[raZwadakie
postepowanie jest niepomiernie prostsze technicznie i niejako naturalne, stad zaczeto j&nazywa
dedukcja naturalna. Inna nazwa, mianowicienetoda systemow zatozeniowychawiera w swej
treSci odniesienie do metody dowodowej, ktére zostanie gnjifane dalej.

Gdy wswiadomiono sobie éw stan rzeczy, stato sie to dla logikéw wyzwaniem, by skonstru-
owaC precyzyjny system logiczny, ktéry by te naturalna praktyke ujat teoretycznie, a tym samym
umozliwit jej systematyczne badanie i lepsze zrozumienie. Wyzwanie to podjeli niezaleznie od sie-
bie i w tym samym czasie dwaj logicy: Stanistavedawski, ze szkoty Jana tukasiewicza, w Polsce
oraz Gerhard Gentzen, ze szkoty Davida Hilberta, w Niemczech. Ich badania zostahczovie
pracami wydanymi w tym samym roku Gleowski [1934], Gentzen [1934]). PracesBawskiego
kontynuowali w Polsce Stupecki i Borkowski [1962, 1969], a wyniki Gentzena daly poczatek wiel-
kiemu nurtowi, ktéry przyniést, rzec mozna, nowe spojrzenie na metody wnioskowania.

Tym dwém kierunkom dedukcji naturalnej odpowiadaja dwie partie tego rozdziatu, obecna sys-
temowi Stupeckiego i Borkowskiego, a nastepna i ostatnia pewnemu systemowi pochodnemu od
Gentzena, zwiazanemu z nazwiskiem wspoétczesnego logika R. M. Smullyana. Stad oznaczenie
pierwszego z nich literamBB a drugiego literamlGS System Smullyana jest pewna odmiana
(wygodniejsza w stosowaniu) wca@ej systemu stworoznego w&reej przez E. W. Betha [1955]
pod nazwa tabel semantycznych.

Obu typom systemow, przy wszystkich, daleko idacych réznicach, wspdlna jest konstrukcja
reguty wnioskowania jako pary ztozonej ze zbioru przestanek i zbioru wnioskéw (w systemach typu
Jaskowskiego zbiér wnioskéw jest jednoelementowy). Przestanki oddziela sie od wnioskow po-
zioma kreska na ksztalt utamkowej. Ta kreska jest symbolicznym zapisem faktu, ze gdy wyrazenia
wystepujace nad nia sa prawdziwe, to wyrazenia pod nia mugzgrbwdziwe; odpowiada wiec on
zgrubsza temu, co po polsku wyraza sie stowami ‘wiec’, ‘zatem’ itp., po facinie stowem ‘ergo’, po
angielsku ‘hence’, itd.

Regutly dziela sie na takie, w ktorych transformacja polega na dotaczeniu statej logicznej i takie,
w ktérych transformacja polega na opuszczeniu statej; w logice &aai statymi sa funktory praw-
dziwosciowe, a w logice predykatéw kwantyfikatory. Nastepujace oznaczenia pozwola powotywa
sie zwiezle na poszczegolne reguty. Reguly dotaczania oznaczone sa znakiemeguty opusz-
czania znakiem-'. Po jednym lub drugim z tych znakéw napisana jest stata, ktérej dotyczy cata
reguta; taka para symboli, ujeta w nawias, stanowi nazwe nastepujacej po niej reguty. Wyjatek od
tej metody oznaczania stanowi reguta odrywania; mozna by ja potra&jednolicie oznaczywszy
symbolem opuszczania implikacji, tj— =|’, ale termin ‘reguta odrywania’ jest w logice zdaak
zakorzeniony, a sama reguta pojawia sie w tak wielu systemach, ze stuszne bedzie respektowanie tej
tradycyjnej nazwy, ktéra skrécimy w oznaczeniach do trzech lideh”.

4.2. Reguly wnioskowania w SBzostanie najpierw podana lista regut rachunkufzdza-
wierajaca w kazdej pozycji nazwe reguly i jejdce a po skomentowaniu tych regut nastepna lista,
odnoszaca sie do logiki predykatow. Oto wykaz dla rachunka zda

Odr] o :»ww, o
[+&] b ¥

P&t
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Kazda z powyzszych regut ,ma pokrycie” w odpowiednim prawie rachunkin.zdy sie o tym
przekon&, wystarczy przeformutowzaregute na implikacje w ten sposéb, ze przestanka reguty staje
sie poprzednikiem implikacji, a wniosek nastepnikiem; tak otrzymana formute sprawdzamy metoda
zerojedynkowa, co prowadzi do stwierdzenia, ze jest ona prawem logiki.

Reguty dotaczania i opuszczania kwantyfikatorow sa bardziej skomplikowane niz reguty do-
tyczace funktoréw prawdziveziowych, gdyz trzeba podaloktadnie warunki podstawiania zmien-
nych indywiduowych za zmienne wystepujace w tej formule, ktora zawiera opuszczany kwanty-
fikator. Bez tychSrodkéw ostrozngci moze sie zdarzy ze ze zdania prawdziwego otrzymamy
falszywe. Na przyktad, wyrazenie

3, (y jest dziadkiemr)

jest prawda w odniesieniu do zbioru ludzi, bo w tym zbiorze istnieje przynajmniej jeden element
taki, ze gdy jego imig podstawimy za zmienng to powstanie zdanie prawdziwe.8)leopuszczajac
kwantyfikator w tej formule zastapitoby sig’‘przez ‘z’, powstatoby zdaniez jest dziadkiemr’,
ktore jest falszywe, skoro nie ma osoby bedacej swoim dziadkiem.

Bedziemy mieli do dyspozycji nastepujace reguty dotyczace kwantyfikatorow.

_ vm¢(x)
= 5w
[+ viﬁi)

Druga z tych regut stosujemy bezpiecznie do formut zdaniowych bedacych tezami &iesgemu.
Na przykfad, pierwszy aksjomat teorii identyc&eq majacy posta‘'x = z’, przechodzi w zdanie
V. (z = x)’. W przypadku innego rodzaju formut, reguta przybiera podiardziej ztozona (zob.
Borkowski [1970] 1 [1972]).

3 iﬁg
-3 5

Przy stosowaniu tej ostatniej reguty musimy przestrzeggstepujacego warunku: za kazdym
razem, gdy w toku dowodzenia opuszczamy kwantyfikator egzystencjalny, to wprowadzamy nowa
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stata indywiduowa, ktéra powinna sie rézmid wszystkich tego rodzaju statych uprzednio wprowa-
dzonych do dowodu za pomoca tej reguty.

Niechaj wyj&ni to zastrzezenie nastepujacy przyktad. Pragpy, ze w jakie$ teorii lub w nar-
racji, odnoszacej sie do olgenego zbioru ludzi, stwierdza sig istnienie os6b bedacych finansistami
(np. dyrektorami bankéw), w skroci€, oraz osdb bedacych socjalistami (np. w sensie opowiadania
sie za totalna kontrola gospodarki przehg@vo w imig racji spotecznych), w skrocke W celu wy-
kazania jaki€§ tezy, wprowadzamy postacie reprezentujace obie klasy, ktérym nadajemy umowne
imiona (petni taka role np. stowo ‘Kowalski’ jako nazwisko dowolnego Polak&li deroli takiego
imienia postuzymy sie za kazdym razem tym samym symbolem, powiedzimtp‘z twierdzenia
‘3, Fx’ otrzymamy ‘Fa’ i z twierdzenia 9, Sx’ otrzymamy ‘Sa’. Z tych dwoch wnioskdéw wynika
dalej, ze istnieje kt® bedacy zarazem finansista i socjalista (zob. nizej, prZ)lBa]j w odc. 4.3).
Takie twierdzenie wymagatoby uzasadnienia przez powotanie sie na odpowiednie fakty, nie moze
ono pojawe sie wytacznie w wyniku manipulaciji literami. Stad zakaz wprowadzania wigcej niz raz
tej samej statej indywiduowej przy opuszczaniu kwantyfikatora egzystencjalnego.

4.3. Przyktady dowodzenia wprost Oto przyktad dowodu, bedacy zarazem kontynuacja
komentarza z kiaca poprzedniego odcinka.

P.1 Pu&Qa= 3,(P2&Qx)

Zatozenia dowodu

1 Pa

2 Qa

Whnioski z zatozé

3 Pa&Qa [+&]: 1,2
3, (Px&Qx) [+3]: 3

Ten prosty przyktad dobrze sie nadaje do zilustrowania metody dowodzenia zatozeniowego (wspo-
mnianej wstepnie w odc. 4.1 tego rozdziatu).

Zdanie dowodzone ma postanplikacji. Jest zatem wtedy prawdziwe, gdy nie jest tak, ze ma
prawdziwy poprzednik i fatszywy nastepnik. Kiedy potraktujemy nastepnik jako uktad przestanek
i uda sie wywnioskowa zen nastepnik za pomoca odpowiednich regutjadczy to, ze nie moze
on byt falszywy przy prawdziwym nastepniku; nie moze, poniewaz regulty wnioskowania sa tak
dobrane, by gwarantowaty prawdzigmowniosku (tu pokrywajacego sie z nastepnikiem) przy praw-
dziwosci przestanek (pokrywajacych sie z poprzednikiem).

Przestanki nazywaja sie w takim dowodzielozeniamj poniewaz w tr&ci stowa ‘przestanka’
zawiera sie uznanie za prawde w sposéb kategoryczny, podczas gtigttwwa ‘zatozenie’ dopusz-
cza uznawanie w sposob hipotetyczny. Dowdd nazywaaigzeniowym gdy uznawanie zdepo-
krywajacych sie z poprzednikiem jest w nim hipotetyczne, czyli warunkowe, co znaczy, ze badamy,
co by wolno na podstawie tych zdlazna za prawde, przy zatozeniu, ze sa one prawdziwe. Czy sa
naprawde, nie musimy tego dla celéw dowodu rozstrzyga interesuje nas tylko 6w zwiazek: ze
o ile sa prawdziwe, to takie to a takie inne zdanie jest rowniez prawdziwe. Dzigki stwierdzeniu tego
zwiazku mamy podstawe do uznania prawdZweicodpowiedniej implikacji (nie przesadzajac, czy
prawdziwy jest jej nastepnik potraktowany w dowodzie jako przestanka).

Po wypisaniu zatoze przystepujemy do wyprowadzania z nich konsekwencji za pomoca regut
wnioskowania. Reguta uzyta w celu uzyskania wniosku zapisanego w danym wierszu jest wymie-
niona na kaécu wiersza wraz ze wskazaniem wsaejszych formut, do ktérych ja zastosowano,
by otrzyma& dany wniosek. By méc powotyweasie na wczgniejsze formuty bez ich cytowania,
numeruje sie wiersze dowodu, a odniesienia do formut czyni sie za pomoca tych numerow. Ostatni
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wiersz nie jest numerowany, bo nie ma potrzeby powotywania sie o@ zarazem wskazuje, iz
wystepujaca w nim formute traktujemy jako wniosek catego dowodu.

Opisane postepowanie nazywa siewodzeniem wprostw odroznieniu od dowodzenia nie
wprost, ktére omoéwimy przy sposobsm odpowiedniego przyktadu, a poréwnanie obu sposobéw
wyjasni sens nadanych im nazw.

W powyzszym dowodzie, jak i w nastepnych, ilustrujacych metody dowodzenia postugujemy
sig, dla uproszczenia wizualnego, predykatami jednoargumentowymi reprezentowanymi przez litery
‘P’, '@ etc., a nie fomutami o nieok&onej strukturze, reprezentowanymi przez litery greckie.
Znaczy to, ze zamiast dowodzilanego prawa w catej ogoélsc, dowodzimy tylko jednego z jego
konkretnych przypadkow, czyli podstaviiemianowicie takiego, w ktérym wystepuja konkretne
predykaty jednoargumentowe. Dzigki zdaheonaszego umystu do widzenia tego, co ogolne w tym,
co konkretne, na co mozemy liozyv tym przypadku, nie tracimy na tej konkretyzacji poznawczo,

a zyskujemy wigksza czyteldbzapisu.

Kolejnym przyktadem niech bedzie prawo rozdzielania kwantyfikatora ogélnego miedzy cziony

implikacji, z zamiana na kwantyfikator egzystencjalny. Zatozenia sa zaznaczone skrotem ‘zat.

P.2 v,(Pz= Q)= (3,Pz = 3,Qx)

1 V.(Pz= Q) zat.
2 d,Px zat.
3 Pa [—3: 2
4 Pa= Qa [-V]: 1
5 Qa [Odr]: 4,3

3, Qx [+3]: 5

W ten sposob z tego, deazdy filozof jest omylnyynika logicznie, zgeSli istnieja filozofowie, to
istnieja istoty omylneZauwazmy, ze zdanie ‘kazdy filozof jest omylny’ jest zwiezta parafraza ({j.
mowi to samo innymi stowami) zdania ‘o kazdym cztowieku jest prawda, Zk jest on filozo-

fem to jest omylny’. W tej drugiej wersji symbolowi:' pod kwantyfikatorem odpowiada stowo
‘cztowiek’, przy zatozeniu, ze nasze zmienne indywiduowe odnosza sie do elementéw zbioru ludzi,
zas wystapieniom zmiennej' w zasiegu kwantyfikatora odpowiadaja wystapienia zaimka ‘on’.

Zastuguje w tym dowodzie na zauwazenie koléméormut przy opuszczaniu kwantyfikatora.
Najpierw stosujemy opuszczenie do formuty zawierajacej kwantyfikator ogolny, a potem do formuty
zawierajacej kwantyfikator egzystencjalny, ¢hako zatozenia wystepowaty one w kolefud od-
wrotnej (ktorej nie warto by zmientasbez powodu). Powodem jest to, ze obowiazuje nas warunek to-
warzyszacy regule-3], mianowicie by nie zastepowamiennej stata, ktora cboaz byta juz uzyta
w danym dowodzie. Natomiast reguta opuszczania kwantyfikatora ogélnego nie jest zwiazana ta-
kim zastrzezeniem, bo skoro wszystkie przedmioty (z rozwazanej dziedziny) spetniaja dana formute
(tzn. dla wszystkich jest ona prawdziwa), to mozemy wykorzysalize ten obiekt, ktérego nazwe
podstawilsmy za zmienna przy opuszczaniu weziej kwantyfikatora egzystencjalnego.

Rozwazmy obecnie prawo rozdzielania kwantyfikatora ogélnego miedzy cztony implikacji, tym
sie rézniace od poprzedniego, ze przy rozdzielaniu zachowujemy kwantyfikator ogélny. Tym ra-
zem, z pogladu, ze kazdy filozof jest omylny mozemy dedukowajesli wszyscy sa filozofami,
to wszyscy sa omylniVarto zauwazg, ze ta konsekwencja zostanie lepiej sformutowana w jezyku
naturalnym, jéli uzyjemy trybu warunkowego nierzeczywistego, wyrazanego przez ‘gdyby’, jest on
bowiem na miejscu wtedy, gdy jest wiadome, iz poprzednik jest fatszywy (na pewno nie wszyscy
sa filozofami). Nalezy wiec raczej wyr&zwniosek zdaniem: ‘gdyby wszyscy byli filozofami, to
wszyscy byliby omylni’. Oto dowdd.

P.3 V.(Pz= Qz)= (V.Pz = V,Qx)
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1 V.(Pz= Q) zat.
2 V.Px zat.
3 Pr=Qx [—V]: 1
4 Pz [—V]: 2
5 Qx [Odr]: 3, 4

Ve.Qx [+V]: 5

W odréznieniu od poprzedniego dowodu, po opuszczeniu kwantyfikatora pozostaja w formule te
same symbole zmienne, podczas gdy w poprzednim byty podstawiane w ich miejsce state indywi-
duowe. Bierze sie to stad, ze dowdd ma sie raket dotaczeniem kwantyfikatora ogélnego, a ten
moze by dotaczony tylko do formuty ze zmiennymi (ktGre po dotaczeniu bedzie wiazat).

Takie pozostawienie zmiennych jest prawidtowe pod warunkiem, ze zmienna podlegajaca
zwiazaniu we wniosku nie byta wolna w zatozeniach dowodu. W naszym dowodzie warunek ten
jest spetniony. A uzasadnia sie on tym, ze obé&trmmiennych wolnych w zatozeniach dowodu
moze dopuszczagpodstawienia, przy ktérych zatozenie stanie sie prawda dla pewnych przedmiotéw,
nie bedac jednak prawdziwe dla wszystkich przedmiotéw z rozwazanej dziedziny (co jest warun-
kiem poprawnego uogélnienia). Intuicyjna traBimwego warunku mozna zobaézgrébujac do-
wiest np. wyrazeniaV,(Pr = Qz) = (Py = Qy)’, gdzie w nastepniku wystepuje dwa razy
zmienna wolna. Zatozeniem w tej probie dowodu bytby poprzednik catej implikacji oraz poprzed-
nik tej implikacji, ktora stanowi nastepnik; to drugie naruszatoby warunek nie posiadania zmien-
nych wolnych. Niech P’ znaczy ‘jest szewcem’, &)’ znaczy ‘jest zotnierzem’. Przy tej inter-
pretacji nastepnik jest spetniany tylko przez niektore elementy zbioru ludzi, np. przez stynnego
szewca Kilhskiego, powstaca w insurekcji K&ciuszkowskiej. Dlatego wychodzace z tych zafoze
wnioskowanie nie powinno doprowadzilo zdania méwiacego o catej dziedzinie, mianowicie, ze
wszyscy sa zotnierzami. Natomiast gdy taka ogétnjest zawarta juz w zatozeniach (przez fakt
zwiazania zmiennych kwantyfikatorem ogélnym), ma ona prawo udzediwnioskowi.

Przyktad ten na réwni z poprzednim ilustruje jeszcze jeden rys metody zatozeniowej. W
przypadku, gdy dowodzi sie implikacji, ktérej nastepnik jest takze implikacja, to dowdd ma dwa
zatozenia: jednym jest implikacja bedaca poprzednikiem, a drugim poprzednik implikacji bedace]
nastepnikiem. Zilustrujmy to jescze jednym przyktadem, tak dobranym, by uwgdatmawiany
rys. Bedzie to twierdzenie rachunku zdavaneprawem sylogizmu

P4 (p=q&lg=r=@p=r)

1 (p=a&lg=r) zat.
2 p zat.
3 (p=4q) [—&]: 1
4 (qg=r) [—&]: 1
5 ¢ [Odr]: 3,2

r [Odr]: 4,5

Gdy predykat jest dwuargumentowy, formuta mozé ppprzedzona dwoma kwantyfikatorami
i wtedy pojawia sie pytanie, czy z tej formuty wynika inna, w ktérej kwantyfikatory bytyby przesta-
wione. Jako przykfad praw z tej grupy niech postuzy nastepujace.

P.5 3.V, Rxy = V3, Rxy
1 3J,V,Rxy zal.
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2 VyRay (31
3  Ray [—V]: 2
4 3,Rxy [+3]: 3

V3. Ry [+V]: 4

Te kilka przyktadow, cho dalekie jest od wyczerpania najézgej stosowanych praw logiki oraz
rodzajoéw dowodzenia, daje pojecie o istocie metody dowodow zatozeniowych z kategorii dowodow
wprost? Zajmiemy sig obecnie inna kategoria, interesujaca nie tylko jako metoda rozumowania,
lecz takze jako szczegolnie skuteczna metoda dyskusji.

4.4. Przyktady dowodzenia nie wprost Dowod nie wprostktéremu z kolei péwigcimy
uwage, nosi tez nazwsorowadzenia do niedorzeczngci lub sprowadzenia do absurdpo facinie
reductio ad absurdumTa niedorzeczrat czyli absurd, to jest, doktadniej mowiasprzeczn&e

na tym polegajaca, ze z zatgzdowodu wywnioskowuje sie pare Zdaniedzy soba sprzecznych,

a taka para, gdy jej cztony potaczymy koniunkcja, jest zdaniem fatszywym. Zdanie falszywe nie
moze wynik& ze zda prawdziwych, a wiec jego wyprowadzerg@iadczy o tym, iz przynajmniej
jedno z zatoze jest fatszywe.

Ta metoda mozemy atakowav dyskusji partnera pokazujac, ze jego stanowisko prowadzi do
wewnetrznej sprzeczBoi. A jesli nasz wiasny poglad stanowi zaprzeczenie pogladu partnera,
to obaliwszy jego poglad, uzasadniamy tym samym wiasny. Z dwdch bowiefm zdit6rych
jedno stanowi zaprzeczenie drugiego (czyli miedzy soba wzajem sprzecznych) doktadnie jedno jest
prawdziwe i doktadnie jedno fatszywe.Sliezatem przeczace naszemu zdanie partnera okazuje sie
fatszywe w wyniku sprowadzenia do niedorzecgeipto nasz poglad okazuje sie tym samym praw-
dziwy. Mistrzem tej metody byt Sokrates (469—399 przed Chr.), jakim go znamy z dialogéw jego
ucznia Platona (ok. 427-347).

Ta okrezna (nie wprost) metoda dochodzenia do prawdy przez odrzucenie jej zaprzeczenia znaj-
duje szerokie zastosowanie w matematyce i w logice. Miedzy innymi stuzy ona udowodnieniu pew-
nej pary praw logiki predykatow, ktéra ukazuje wazna zal&zmoiedzy kwantyfikatorem ogolnym,
egzystencjalnym i negacja. Nazywaja sie gmewami de Morgana od nazwiska logika angiel-
skiego Augusta de Morgana (1806-1874)Jedno z nich bywa tez nazywane prawem negowania
kwantyfikatora ogélnego, w skrécie NKO, drugieszarawem negowania kwantyfikatora egzysten-
cjalnego, w skrocie NKE. Oto ich sformutowania.

NKO —V,Pz < d,-Px
NKE —3,Pz < V,.-Px

Aby udowodnt réwnowaznéc, postepujemy zwykle w ten sposéb, ze rozdzielamy ja na dwie
implikacje (por. wyzej— <|) i dowodzimy kazdej z nich osobno, a potem je sktadamy otrzymujac
znowu rownowazn&t (por. [+ «<]). Dla kazdego z praw de Morgana udowodnimy po jednym z
takich sktadnikéw implikacyjnych jako ilustracje metody dowodzenia nie wgrost.

P.6 4, Px = =V, Px

1 d,-Px zat.

9 Wiecej przyktadéw mozna znalezu Borkowskiego [1972], a jeszcze wiecej, wraz z precyzyjnym
wyjasnieniem regut wnioskowania u Stupeckiego i Borkowskiego [1984] oraz Borkowskiego [1970].

10" Najwazniejsze prawa logiki sa wyréznione nazwami odnoszacymi sig do ich struktury, a niekiedy nazwa
pochodzaca od imienia autora, ktéremu sie przypisuje odkrycie lub pierwsze sformutowanie danego prawa.
1 Drugi sktadnik wymaga w obu wypadkach wprowadzenia tzw. zdtaielatkowych, ktére naleza do nieco
bardziej zaawansowanej techniki dowodéw zatozeniowych; (zob. Borkowski [1970, s. 52]).
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2 V.Px zat. dow. nie wprost
3 —Pa 31
4 P(a) [—V]: 2
sprzeczngt 3,4
P.7 V.~ Px = —-d,Px
1 V,-Px zat.
2 3d.Px zat. dow. nie wprost
3 Pa [—3): 2
4 —P(a) [—V]: 1
sprzeczngt 3,4

Zatozeniem, ktore podaje sie w pierwszym wierszu jest, jak w poprzednich przyktadach, poprzednik
dowodzonej implikacji. Zatozeniem dowodu nie wprost, podawanym w drugim wierszu, jest negacja
nastepnika. Te dwa zatozenia razem wziete rownowazne sa zaprzeczeniu dowodzonej implikaciji,
poniewaz zaprzeczenie implikacji polega na przyjeciu jej poprzednika przy zanegowaniu nastepnika.
Z tego zaprzeczenia tezy dowodzonej wynika pewna formuta (w obu przyktadach jé%st'Jomraz

jej negacja; a skoro z zaprzeczenia tezy dowodzonej wynika sprZgczaanusi ono b§ fatszem,
prawda jest zatem zaprzeczenie tego zaprzeczenia, czyli teza dowodzona.

4.5. Uwagi do praw de Morgana Prawa de Morgana zastuguja na uwage nie tylko jako
sposobn&t do podania prostego przyktadu dowodu nie wprost. Sa one wazne z tego powodu, ze
z kazdego z nich mozna otrzy@&ormute nadajaca sie do tego, by Gzgj jako definicji jednego

z kwantyfikatoréw przez drugi (przy wspotwystepowaniu negacji); a to z kolei, ilustruje pewna
doniosta zasade tyczaca sie definiowania.

Z prawa NKO mozemy otrzyntarownowazn&c, ktéra uczy, jak mozna sie olsejbez kwanty-
fikatora ogélnego, nic nie tracac na mozlsed wystowienia, a ptacac za to jedynie wydtuzeniem
sie wypowiedzi. Gdy zanegujemy obie strony rownowa&mdKO, otrzymamy wyrazenie rowniez
prawdziwe, dzigki prawu, zg < ¢ implikuje —-p < —¢. Wtedy po lewej stronie, tj. przed kwan-
tyfikatorem ogolnym wystapi podwodjna negacja, co pozwalasoploba symbole negacji, w sy
prawa, ze-—p rbwnowazne jesp (przywotane tu prawa mozna sprawcimetoda zerojedynkowa).
Tak dostajemy twierdzenie o mozliwoi Eliminacji Kwantyfikatora Ogolnego przez zastapienie go
kwantyfikatorem egzystencjalnym w pewnej konfiguracji z neg&cija.

EKO V,Px < —d,-Px

Ta rownowaznéc pozwala na to, by w dowolnym konfake zastai jej lewa strone przez prawa,

a wiec obejt sie bez symbolu kwantyfikatora ogélnego, ktérego sens zostaje oddany przez kwanty-
fikator egzystencjalny otoczony symbolami negacji. Z tej moZiev@liminacji korzystamy nieraz
bezwiednie w jezyku polskim, w ktorym istnieja wyrazne odpowiedniki praw de Morgana. | tak
zamiast powiedzie ‘kazdy jest omylnynozemy postuzg sie zdaniemnie ma nieomylnychw

ktérym ‘nie ma odpowiada zestawieniu symbol-3’, a negacja po kwantyfikatorze nsiel sie w
stowie ‘nieomylny’.

12" Jesli zamiast formuta z predykatem jednoargumentowyt* postuzymy sie schematenp{z)’ reprezen-
tujacym formuty o dowolnej ztozorszi, w tym formuty z predykatami wieloargumentowymi, to otrzymamy
zapis tak ogolny, jak tego wymaga ogésimaszej teorii; praktycznie, mozemy poprzésta sformutowaniu
takim jak tu podane.
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Analogicznie jak EKO powstaje z prawa negowania kwantyfikatora ogélnego, tak z prawa ne-
gowania kwantyfikatora egzystencjalnego powstaje rownowsazdajaca mozliwgt Eliminacji
Kwantyfikatora Egzystencjalnego, mianowicie

EKE d,Pz & —V,—-Px

Odpowiedniki takiej eliminacji mamy tez w jezyku polskim. Zamiast powiedze&tnieja geniusZe
mozemy postuzy sie diuzszym lecz identycznym co dodcezdaniem hie jest prawda, ze wszy-
Scy sa pozbawieni geniusawrot ‘sa pozbawieni geniuszu’ jest zgrabnym sposobem wyrazenia
negacji, zamiast niezdarnego ‘sa nie-genialni’).

4.6. Przy okazji praw de Morgana: ogolniejsze uwagi o stosunkach miedzy
pojeciami. Jeli mozna sie ob&f bez jednego lub bez drugiego kwantyfikatora, to dlaczego
uzywamy obu? A czynimy to zaréwno w jezykach etnicznych jak i w logice predykatéw. Czynimy
tak, miedzy innmi, ze wzgledu na ekonomie wysitku umystowego. To czy wystapi jeden symbol
czy trzy ma znaczenie juz nawet w kroétkiej formule, a gdy tych wystajast wiecej odpowiednio
wzrasta przejrzys& wypowiedzi uzyskana dzigki takim skrotom; oszczedzona w ten sposéb ener-
gia umystowa moze zostaskierowana do innych zadgpoznawczych. Stad ogromna rola definicji
jako srodkéw skracania wypowiedzi i czynienia ich bardziej przejrzystymi. Potrzeba jednak zna
niezbedne minimum, bez ktérego zaséb stownikowy danej teorii nie sprostatby stawianym jej zada-
niom. Dzigki prawom de Morgana dowiadujemy sie, ze w tym minimum nie musza sgeimaba

naraz kwantyfikatory. Ktory z dwoch stanie sie podstawowym, to sprawa wolnego wyboru. @ bada
zas nad rachunkiem zdaviadomo, ze \8rod funktoréw prawdziw&ciowych sa takie pary, miano-
wicie koniunkcja z negacja, alternatywa z negacja i implikacja z negacja, ze dana para wystarcza
do zdefiniowania wszystkich pozostatych funktorow (sa jeszcze dwa funktory, ktore wystarczaja w
pojedynke, poniewaz zawieraja w sobie negacje, np. ‘ani ... ani...). Powiedzmy, ze wybieramy
do tego celu koniunkcje z negacja, a ponadto kwantyfikator ogélny. Wtedy za pomoca tych trzech
termindbw mozemy wyraziwszystkie prawa logiki. Co wiecej,§& dodamy do takiej trojcy sym-

bol nalezenia do zbiorue" (bedzie o nim wiele w nastepnym rozdziale) dotaczajac tym samym do
systemu pojecie zbioru, a za pomoca tego ostatniego zdefiniujemy pojecie liczby (co, istotnie, uczy-
niono), to w tych czterech terminach mozna wycazata matematyke. tatwo sobie przedstgvie

tak zbudowany jezyk bytby dla ludzi skrajnie skomplikowany i nieczytelny, dlategénidssiegamy

po definicje, ktére daja kolosalne zyski gdy idzie o zwiékztoprzejrzyst&e.

Nie jest to jednak jedyny powadd, dla ktérego uzywamy dwoch a nie jednego kwantyfikatorow,
ani jedyny powdd, dla ktérego do zapisywaniazadearunkowych uzywamy strzalkip (= ¢) a nie
symbolow koniunkcji i negacji (w formule:(p&—q)). Co innego teoria logiczna, w ktorej staramy
sie ustalt niezbedne minimum terminologiczne dla zaprowadzenia definicyjnego porzadku i dla
pewnego wgladu w struktury pojeciowe, a co innego owa naturalna logika, ktéra zawdzieczamy
zapewne dziedzictwu biologicznemu jak i kulturowemu; w tym drugim najwieksza dla logiki role
ma przyswojony w dzieéistwie system jezykowy. W owej logice naturalnej funkcjonuja niezaleznie
od siebie kwantyfikator ogélny i egzystencjalny, koniunkcja i alternatywa, itd., a dowodem iz sa
niezalezne moze leychacby fakt, ze wiadom& o owych zalezngciach przyjmujemy jako
nowego (zawdzigczajac te rewelacje teorii logicznej).

Tak wiec ewolucja biologiczna i kulturowa wyposazyta nas w taki a nie inny uktadcdoje
gicznych, dajac z jednej strony pewien nadmiar, gdyama uwadze wzajemna definiowabdo
(redukujaca wszystkie terminy logiczne do trzech lub dwéch), a z drugiej strony pewien niedomiar,
gdy miec na uwadze, ze spodd dwudziestu funktoréw najchetniej korzystamy z jakipkeciu (od-
czuwajac je jako najbardziej ,naturalne”), do czego dodajemy dwa kwantyfikatory. Znaczy to, ze
pomimo wzajemnej definiowal$gi na poziomie teorii, w naszym naturalnym systemie kazde z tych
pojec zostato zdefiniowane, czyli wyposazone w znaczenie, niezaleznie od pozostatych za sprawa
jakiegas zbioru kontekstow uzycia. Mate dziecko osobno, tj. w innych kontekstach, uczy sie sensu
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stowa ‘wszyscy’ (gdy styszy np. ,wszyscy cige lubia”), a w innych kontekstach stowa ‘istnieje’ (,,ist-
niejesw. Mikotaj"). Zwykle trzeba dopiero kursu logiki, by zaktualizogvgpotencjalnie w kazdym
drzemiace) zrozumienie, iz terminy ‘wszyscy’ i ‘istnieje’ pozostaja w stosunkusbdmgm prawami

de Morgana (to, ze wszyscy sa zdolni zrozuireawa de Morgana znaczy, ze nie istnieja tacy, co
nie sa zdolni ich zrozum@.

Tego rodzaju obserwacf@viadcza o roli teorii logicznej dla lepszego zrozumienia, jak funk-
cjonuje nasz umyst i nasz jezyk. Tego powimiy od niej oczekiw@ai po to ja rozwij&, jak to
czynia jedni, oraz studiovia jak czynia inni. A wraz ze zrozumieniem, jak funkcjonuje pewna
sprawn&t podnosi sie ta sprawBb na wyzszy poziom. Tak jest w w kazdym treningu, gdzie wa-
runkiem sukcesu jest potaczenie wrodzonych zdathactwiczeniem i z wiedza o danym uktadzie
(wiedza biologiczna w treningu sportowym, wiedza o maszynie przy obstudze maszyny itd.). Tak
wiec, sukces w sztuce rozumowania zalezy od zdsindo niegofwiczenia sie w nim, i od wiedzy
logicznej.

5. System zatozeniowy GS: tabele analityczne

5.1. Uwagi wstepne.Metoda dowodzenia, ktéra sie obecnie zajmiemy nalezy do ostatnich
etapOw rozwoju jednego z dwéch pochodzacych od Gentzena [1934] systemow dedukcji naturalne;j.
W tej przetworzonej postaci, podanej przez Smullyana [1968], nosi on nazwe tabel analitycznych,
ktora sie ttumaczy nastepujaca jego wiasria.

Reguty wnioskowania w tym systemie sa to wytacznie reguty opuszczania statych logicznych.
Opuszczanie prowadzi do coraz prostszych formut bedacych sktadnikami formugiowgj, a
wiec postepuje niejako za tokiem analizy syntaktycznej danej formuty; stadlekietabele anali-
tyczne. Analiza syntaktyczna dokonuje sie wedle zasady znanej z teorii kategorii skladniowych (por.
rozdz. 2). Zaczyna sie mianowicie od znalezienia gtdwnego funktora. Do danej formuty stosuje sie
te regute opuszczania, ktéra dotyczy gtdwnego funktorgglagata formuta poprzedzona jest kwan-
tyfikatorami, to odnosi sie do pierwszego z tych kwantyfikatoréw; w przypadkn pdeeczacych,
opuszczeniu podlega negacja oraz symbol bedacy gtéwna stata logiczna w zasiegu funktora negacji
(por. nizej, reguty w prawej kolumnie).

Metoda tabel analitycznych, cbamie jest algorytmem w takim petnym sensie, jak metoda zero-
jedynkowa rachunku za@a przybliza sie jednak w pewien sposébalgorytmu W wyzszym wiec
stopniu niz inne systemy logiki predykatéw syst@SreaIizuje mygl, ktora przgwiecata probom
Leibniza: stworzg taki rachunek dla rozumowiig(calculus ratiocinatoy, zeby w spos6b automa-
tyczny prowadzit on do wyniku, na wzor nici Ariadny wyprowadzajacej niezawodnie z Labiryntu;
stad uzywany przez Leibniza taski terminfilum cogitationig(nic mySlenia).

Owa nicia myglenia jest w metodzie tabel analitycznych rozktad syntaktyczny formuty
wyjsciowej na coraz prostsze sktadniki, az dofzdeomowych, traktowanych jako sktadniki formut
typu: V, Bz i 3,Bz.'> Dowdd jest zakhczony, gdy roztozyto sie formute wsgiowa, ktéra jest
zaprzeczenie tezy dowodzonej, na wszystkie jej najprostsze sktadeiko(meln— w terminolo-
gii Gentzena). W niektérych miejscach, np. gdy rozktadana formuta jest alternatywa, dowdd ulega
rozgatezieniu, co symbolizuje pionowa kreska miedzy gateziami dowo@lindekazdej gatezi po-
jawi sie para sktadnikéw sprzecznych, np(a) i =B(a), to mowimy. ze tabela jestamknieta, w
przeciwnym wypadku, gdy nie we wszystkich gateziach pojawia sie sprzggzméwi sie o tabel
otwartej. Tak wiec, dowody w systemie tabel analitycznych sa zawsze dowodami nie wprost, co
zwalnia nas od zastanawiania sig, ktéra metode wyblladanego twierdzenia.

13 Duze litery z poczatku alfabetu sa w tej ézgrozdziatu uzywane do reprezentowania dowolnych formut
logiki predykatow, a wiec w tej samej funkcji, ktéra wéreej byta petniona przez litery greckie, jaki

in. Ta zmiana oznacrestuzy lepszemu odréznieniu wizualnemu obu rodzajéw regut. Takze nazwy regut sa
skonstruowane inaczej: w nawiasie okragtym wskazana jest stata lub dwie stale podlegajace opuszczeniu.
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Gdy tabela jest zamknieta, znaczy to, ze formuta Seigwa —A, jako prowadzaca do
sprzecznéci, nie jest spetnialna; 8a-A nie jest spetnialna wtedy i tylko wtedy, gdy jej nega-
cja, tj. A, jest tautologia. Tym sposobem dochodzimy do stwierdzenia tautologiczfarmuty
A poddanej owemu testowi zaprzeczenia i wysnuwania stad wszystkich mozliwych konsekwencji,
rozumianych jako najprostsze sktadniki formutySli@atomiast ktora z gatezi pozostaje otwarta,
ujawnia ona przypadek, w ktorym formuta vBgjowa— A jest spetniona, céwiadczy, zeA nie jest
tautologia. Tak wiec, metoda ta pozwala znajdowée tylko rozstrzygniecia pozytywne (co jest
wynikiem pomysinie zakéiczonego dowodu), lecz takze rozstrzygniecia negatywne, co stanowi o
jej wyzszasci nad innymi technikami dowodowymi rachunku predykatéw.

5.2. Reguly wnioskowania systemu G®to lista regut wnioskowania systemu tabel anali-
tycznych czyli GS#

[~ ] =2

A 4ng = A e
V] Ak V] e
=] Asp - =] =
El oA -3 i
v] S ion [-v] S

Do regut(3) i (—V) dotaczone jest nastepujace zastrzezenie: moga obetbgowane tylko w
ten sposob, ze stata indywiduowdgktora, po opuszczeniu kwantyfikatora, zastepujemy zmienna
wszedzie tam, gdzie wystepuje onaAy, nie pojawita sie we wcAniejszym wierszu dowodu w
jakiejs formule r6znej od4; jesli zaé ¢ pojawia sie wczgniej, to nalezy uzy w charakterze statej
innej litery, nie wystepujacej dotad w dowodZie.

Powdd tego zastrzezenia jest nastepujacy. P&ypy, ze w danym dowodzie zostato juz wyka-
zane istnienie przedmiotu spetniajacediotzn. stwierdzonél, A(x). Mozemy wtedy wprowadzi
indywiduum, ktére oznaczymy symbolend,' powiadajac: ,niechc bedzie owyme spetniajacym
A”. Gdyby okazato sig, w dalszym toku dowodu, ze istnieje przedmiot spetniajacy warginek
nie nalezy nazywago znowu ¢, bo to by przesadzato, ze éw przedmiot spetnia oba warunk, ij.
B, co nie zostato udowodnione; uzywajagzanej litery, np. &', niczego takiego nie przesadzamy.
Analogiczne uzasadnienie odnosi sie do zastrzezenia przy reguletora réwniez odnosi sie do
zdah egzystencjalnych (to, ze nie kazdy przedmiot spethianaczy, ze istnieja przedmioty nie
spetniajaced).

5.3. Przykiady dowodzenia Oto przyktad dowodu w formie tabeli analitycznej z uzyciem
predykatoéw jednoargumentowyct” i * Q' (podobnie jak w przedstawianiu systenﬁB; por.
wyjasnienie w odc. 4.3) Dowodzi sie twierdzenia:

V.(Px = Bz) = (V,Pxz = V,Bx),
a wiec jego negacje przyjmuje sie jako zatozenie dowodu nie wprost, co — zgo@hie=z) — pro-
wadzi do przyjecia poprzednika implikacji oraz zaprzeczenia jej nastepnika; daje to dwa zatozenia
naszego dowodu, oznaczone ponizej numerami 1i 2.

14 Przypomnijmy pochodzenie tego skrétu: G — od Gentzena jako twércy catego nurtu, S —od Smullyana jako
autora omawianego systemu.

15 Gdy idzie o regutg3), i reguta i zastrzezenie sa identyczne jak w systemie Stupeckiego i Borkowskiego.
Analogicznym warunkiem nalezy opatizeegute(—V); jak widat z praw de Morgana, dotyczy ona formut
egzystencjalnych, skoreV, A to tyle, cod,—A.
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1 V. (Pz = Q);

2 —(V, Pz = YV, Qx);

3 V. Px 2;
4 -V, Qx 2,
5 Pa 3;
6 -Qa 4:
7 Pa = Qa 1
8 —Pa|Qa 7

(podwojna kreska oznacza zamknigcie tabeli po wystapieniu sprZeziznd oto dowdd formuty:
3.VyRxy = YV, 3, Rxy,

gdzie, dla ustalenia uwagi, mozemy interpretowary jako predykat: x jest liczba naturalna
wigksza ody.16

1 3.V, Rxy;

2 Yy d Ry,

3 VyRay 1;
4 -3, Rxb 2;
5 Rab 3;
6 - Rab 4,

Zbadajmy dowodliwét formuty bedacej implikacja odwrotna w stosunku do poprzedniej, miano-
wicie:
Vy3de Rey = 3,V Rxy.

Vy3e Ry,

-4,V Rxy;
d:Rxa 1
Rba 3;
-V, Rby 2;
- Rbc 5

OO WNBE

Tabela sie nie zamyka, bo zeby uzysksprzecznst (wiersza 5 z 4), trzeba by w 5 zastapi
przeza, ale, wobec wystapieniaw 4, nie pozwala na to zastrzezenie nalezace do regtdy. A
zatem formuta okazuje sie niedowodliwa. Wedi takze z interpretacji predykat® jako relacji
wiekszaci: prawda jest, ze w zbiorze liczb naturalnych dla kazdej liczby istnieje liczba od nigj
wieksza (poprzednik naszej formuty), nie jes$ peawda, ze istnieje liczba wigksza od kazdej liczby
(nastepnik formuty).

Metoda tabel analitycznych, podobna do p&dij Hintikki [1955], dzieli tez pewne rysy z me-
toda tabel semantycznych Betha [1955]. Jest im wspolne poszukiwamieorzyktadu dla dowo-
dzonej formuty: znajdujemy go, gdy sie okaze, ze zaprzeczenie danej formuly jest spetnialne, to
znaczy nie prowadzi do sprzec&od ROzni je natomiast to, ze reguty tabel analitycznych dotycza
jedynie opuszczania (statych logicznych), a takze to, ze formuty, ktére w tabeli analitycznej sa nega-
cjami, w tabeli semantycznej pisane sa bez znaku negacji, a za to w osobnej kolumnie zatytutowane;j

16 Dowdd tej samej formuly metoda wprost podany jest véciej, w odcinku 4.3 jako przyk}aﬁ).5 . Gdy
idzie natomiast o wykazanie, ze implikacja odwrotna nie jest prawem logiki, metody sy aie sa wy-
starczajace; tamten system stuzy tylko do dowodzenia praw logiki, Bid@aykazywania, ze badana formuta
nie jest prawem. Ta mozlivéd rozstrzygania takze negatywnego stanowi istotny walor tabel analitycznych.
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‘falsz’; pozostate formuty wpisuje sie w kolumnie zatytutowanej ‘prawda’. Z faktu postuzenia sie
tymi dwoma podstawowymi pojeciami semantyki bierze sie termin ‘tabele semantyczne’. Tabela se-
mantyczna sie zamyka, gdy dla kazdej formuty atomowej z jednej kolumny istnieje rownoksztattna
z nia formuta w drugiej kolumnie.

5.4. Wnioskowanie a rozumowanie Termin ‘wnioskowanie’ jest wzigty z potocznego
jezyka, co stwarza pewne problemy znaczeniowe, bo nawet po technicZgisleniach nie da sie
unikna& wzajemnych oddziatywasensu technicznego z potocznym. Do tego dochodzi osecno
takich terminéw jak ‘rozumowanie’, ‘dowodzenie’ itp., o ktérych trudno powiedzezy sa w pol-

skim rownoznaczne, czy tylko bliskoznaczne, czy pozostaja w jeszcze innym stosunku. A kiedy
logicy probuja je &cilic to pomnaza to jeszcze #0 znaczé, bo przybywa nowych definicji, a
dawne znaczenia nie przestaja funkcjonowa

Obecny rozdziat swoim tytutem wskazuje na istnienie pewnego podziatu wniogkavi@anowi-
cie podziatu na dedukcyjne i jaldenne; w swej za tresci zajmuje sie wytacznie wnioskowaniami
dedukcyjnymi, co zwalnia od powtarzania tego przymiotnika za kazdym razem. Poprawmym
skowaniem dedukcyjnymnazywamy takie, w ktorym wniosek wynika logicznie z przestanek. Do
gtébwnych zada logiki predykatow nalezy ok&enie kryteriow wynikania logicznego. Jedno z kry-
teribw postuguje sie pojeciem tautologii czyli prawa logiki, drugie pojeciem regut wnioskowania.
Podanie zbioru regut wnioskowania wtedy sie nadaje na takie kryterium, gdy zostato o danym zbio-
rze udowodnione, iz jest opetny, co znaczy, ze kazde zdanie bedace prawda logiki predykatow
da sie udowodtti przy uzyciu regut z tego zbioru. Dla dyskutowanych tu zbioréw istnieja takie
dowody!®

Istnieja dzialy logiki zajmujace sie wnioskowaniem innym niz dedukcyjne. Wiele uwagi
poswieca sie metodom wnioskowania, ktére czynia wniosek prawdopodobnym na podstawie da-
nych przestanek; nie gwarantuja one jednak, ze bedzie on napewno prawdziwy, nawet gdy taka
pewnat przystuguje przestankom. Typowym tego przyktademyesbskowanie indukcyjne po-
legajace natym, ze ze zilla faktach, a wiec odznaczajacych sie pesai@, dochodzimy do hipotez,
ktore sa tylko prawdopodobne; np. na podstawie wielu obserwacji, ze spozyciu masta towarzyszy
wzrost ilcsci cholesterolu w organizmie, jakbadacz przyjmuje hipoteze, ze spozywanie masta jest
przyczyna wzrostu cholesterolt.

Whioskowanie nazywamylowodzeniem gdy stuzy ono do wykazania, ze jakiedanie jest
twierdzeniem danej teorii, tj. wynika z jej aksjomatow. Kiedy ten sam wniosek nasunie sie sponta-
nicznie, to znaczy jego autor nie stawiat sobie zadania by zodlez przestanki i z tych przestanek
go Wywiest, takiemu wnioskowaniu nie przystuguje miano dowodzenia.

Termin ‘rozumowanie’ jest czasem uzywany zamiennie ze stowem ‘wnioskowanie’. Znajduje
to pokrycie w fakcie, iz zdarza sig, ze proces dochodzenia do wniosku sprowadza sie bez reszty do
wnioskowania w sensie tego rozdziatu, a wiec do przetwarzania przestanek we wniosek wedle regut
gwarantujacych zachowanie prawdzseo(o ile przystuguje ona przestankom). Nie zawsze jednak
przestanki mamy gotowe, czasem wystepuja one jedynie w postaci niezwerbalizowanej intuicji, i
wtedy integralna c&eia w procesie poszukiwania wniosku staje sie tworzenie nowyclt ploje
dopracowanie juz posiadanych, w celu jezykowego wystowienia owych intuicji. Takie tworzenie lub
przetwarzanie pofezostato tu nazwanenceptualizacja

Przygladanie sig realnie stosowanym argumentom pozwala zaawegptedy w dochodzeniu
do konkluzji czéciej biora sie z wadliwej konceptualizacji niz z wadliwego wnioskowadieby

17O prébach takich scisle, podejmowanych przez logikéw polskich, informuje zwiezle artykut ‘Klasyfika-
cja rozumowa’ w MEL.

18 W sprawie pojecia petrsmi zob. ELF, XIV. Literature na temat dowodéw pedeologiki pierwszego rzedu
podaje ELF, Il, odc. 5, a w odniesieniu do systemu tabel analitycznych ELF, VI, odc. 4.5.

19 podstawowe wiadongzi o wnioskowaniu indukcyjnym mozna znateiv ELF, XLV (“Prawdopodo-
biehstwo”) i w MEL, art. “Wnioskowanie statystyczne”.
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ma&c péwiecic konceptualizacji nalezyta uwage, potrzebujemy takiego terminu, ktéry objatby swym
zakresem zaréwno czyste wnioskowania, nie majace w sobie elementu konceptualizaciji, jak i takie
procesy mglowe, w ktérych wnioskowanie splata sie nierozdzielnie z konceptualizacja, tak ze opis
dochodzenia do wniosku nie jest mozliwy bez uwzglednienia czynnika konceptualizacji. Dla tej
klasy nadrzednej zostat zaproponowany w obecnej ksiazce teonimowanie. Ostatni jej roz-

dziat dopetni poprzednich przez analize tych sposobdw konceptualizacji, ktore polegaja na stosowa-
niu réznego rodzaju definicji. Niezbednym do tego narzedziem bedzie znowu logika predykatéw.



