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Rachunek Predykatow
stownik, skladnia i semantyka

Tto historyczne. Predykat to w gramatyce logicznej najblizszy odpowiednik tego, co trady-
cyjna gramatyka jezyka naturalnego nazywa orzeczehi€godndc ta zachodzi tylko do pewnego
punktu, ale nim poznamy réznice, skorzystajmy z pouczajacej analogii. Polega ona na tym, ze kazdy
predykat okréla pewienzbiér przedmiotéw — tych mianowicie, o ktérych da sie go prawdziwie
orzec. To samo odnosi sie do orzeczenia (na co wskazuje uzyty przed chwila termin ,orzec”), stad
wspomniana analogia. | tak, predykat ,okrazahsi®’ okresla zbiér ciat okrazajacych ghae czyli
planet, poniewaz orzeka sie go prawdziwie o planetach. Pred§gétqkresla zbiérspiacych, ,jest
wesoty” okresla zbiér wesotych itd. Zamiast ,,oks&” mowi sie tez, bardziej technicznie, ,,deno-
tuje”, a dany nazywa sigenotacja predykatu lub zakresem predykatu

Zbiory, nazyane teklasamisa tym, z czym nieustannie mamy do czynienia i w zmystowym po-
strzeganitswiata i w abstrakcyjnym na jego temat sgniu? Idac, powiedzmy, lasem, postrzegam
drzewa, a wiec elementy pewnej klasy zawartej w klasie tworéw przyrody. Gdy wyr6znsaéd w
nich brzozy, debySwierki itd., to znowu mam na uwadze klasy; tym razem takie, ktére sa zawarte
w klasie drzew czyli sa jej podzbiorami. Mamy tez do czynienia ze zbiorami obiektow abstrakcyj-
nych jak liczby czy cechy (np. zbior koloréw). Przedmiotami abstrakcyjnymi sa takze zbiory i nic
nie preszkadza, by taczye w zbiory zbioréw; gdy traktujemy np. parlament jako zbiér postéw, to
zbior parlamentow jest pewnym zbiorem zbiorow.

Pomimo naturalngci i wszechobecrsei idei zbioru, uptynety wieki nim w dziejach logiki do-
czekala sie wystowienia w stosownej terminologii. Wprawdzie kietkowata ona jsedniowiecz-
nej i pdzniejszej sylogistyce, wyrddie doszta do gtosu w algebrze Boole’a, ale petne prawo oby-
watelstwa zyskata w logice i matematyce za sprawa tworcy teorii zbioréw, ktérym byt Georg Can-
tor (1845-1918). Teoria zbioréw jest tez nazywana teoria macig@a Cantorem, na wzér nie-
mieckiegoMengenlehrgi obejmuje, jako cz& najbardziej odkrywcza, wychodzaca daleko poza
rozwazania Boole’a, nauke o zbiorach niesg&oonych.

Oparty na idei zbioru rachunek predykatéw liczy sobie (w roku 2002) 123 lata. Mozna jego wiek
okreslic tak doktadnie, bo pojawit sie on gotowy wraz z rachunkientzdéo czécia podstawowa,
w dziele Gottloba Fregego wydanym w roku 1879. Nawiazuje ono tytutem doSniEgsezego o dwa
wieki projektu Gottfrieda Wilhelma Leibniza (1646-1716), zeby stworgzyk oddajacy struktura
pojeciowa prawa mslenia czystego, w wiec, nslenia niezaleznego od wptywu ukztattowanych hi-
storycznie, w pewnym stopniu przypadkowo, jezykéw etnicznych. WzZmisédsci dostarczytjezyk
arytmetyki, co zaznaczono w tytule, ktory po polsku brzmiatby, jak nastepuje: ,Pismo pojeciowe —
symboliczny, utworzony na wzor arytmetyki, jezyk czystegostagia”’ Begriffsschrift — eine der
arithmetischen nachgebildete Formelsprache des reinen Denkens

1 Termin ,predykat” pochodzi od tafiskiego czasownika ,praedicare”, ktéry znaczy ,orzeka

2 W pewnych zaawansowanych teoriach matematycznych nie traktuje sie terminéw ,zbiér” i klasa” jako
réwnoznacznych lecz przydziela sie kazdemu z nich inna role (por. ELF, XllI, 3). Ale gdy sie nie nawiazuje
do owych teorii, dogodniej jest trzyraasie szeroko rozpowszechnionej praktyki jezykowej, ktora terminy te
traktuje zamiennie, co daje m.in. pewne kdaiystylistyczne.
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Dopdki nie byto takiego jezyka, ludzie radzili sobie z wiekSz@ rozumowa ,na zdrowy ro-
zum”, cha oficjalnie miata do tego stukyteoria logiczna zwansylogistykastworzona okoto roku
350 przed Chr. przez Arystotelesa. Ale sylogistyka nie znata nazw indywiduowych ani predy-
katow wielocztonowych czyli odnoszacych sie do wiecej niz jednego obiektu. Z tego powodu
byta bezradna wobec wielu rodzajéw rozuméwaniedzy innymi w geometrii. W obrebie jed-
nak rozumowa z predykatami jednocztonowymi radzita sobie niezle i dostarczyta wAmis#sci,
ktory przeorat gleboko umystovo europejska; bez niej trudno sobie wyobtagowstanie logiki
wspotczesnej, ktorej w potowie wieku 19go torowato droge algebraiczne ujecie sylogistyki.

Rachunek predykatow wystepuje pod kilkoma nazwami. Nazywa sie go takze logika predy-
katow, rachunkiem kwantyfikatorow, logika kwantyfikatorow. Die ostatnie nazwy tym sie ttumacza,
ze w formutach rozwazanej logiki wystepuja oprocz predykatéw wyrazenia zwane kwantyfikato-
rami, ktére méwia o tym, czy pojedynczy predykat lub jakzardziej ztozona formua odnosi do
wszystkich czy do niektorych elementow obejmowanego danym wyrazeniem zbioru.

Konstrukcja rozdziatu . Tematyka rachunku predykatéw jest tu podzielona na dwa rozdziaty.
W obecnym rozwaza sie stosunek jezyka tego rachunku do rzeczguwist&térej maja doty-
czyt wnioskowania kierowane regutami logiki predykatow. Reguly te sa oméwione w rozdziale
nastepnym. Rozdziat obecny obejmuje rozwazania nad tym, co zakladassiedce przez fakt
takiej a nie innej konstrukcji jezyka teorii predykatow, a w szczegethjak wiaze sie pojecie pre-
dykatu z pojeciem zbioru (c&e 1). Potem nastepuje charakterystyka stownika i skladni omawiajaca
budowe zda atomowych i formut zdaniowych oraz znaczenie kwantyfikatorowsc2g, wreszcie
przedstawia sie towarzyszaca teorii predykatow teorig identgrzifcz&e 3).

1. Czego dotyczy jezyk logiki predykatow

1.1. O niepustéci dziedzin rzadzonych prawami logiki Nie jest prawda, chopo-
wiadali tak niektoérzy, ze logika jest o niczymZe dostarczaylko mechanizmu jezykowego do
przetwarzania jednych zdav inne — mechanizmu, ktéry gwarantuje, zéljedanie przetwarzane
jest prawdziwe, to i zdanie neotrzymane jest prawdziwe. Logika rzeczgeie dostarcza takiego
mechanizmu, ale nie ma powodu do owego ‘tylko’, ktérym forsuje sie teze, ze za logika nie stoi
zaden poglad, zadne widzerswiata, zaden wybér filozoficzny. A tak nie jest. | to z paru po-
wodoéw, z ktérych kazdy potwierdza teze o poznawczej roli logiki. Juz odwotanie sie do pojecia
prawdy czyni 6w “nihilizm” niekonsekwentnyrh.Prawda to zgodrit sadu, lub wyrazajacego ten
sad zdania, z rzeczywistoia. Czy teoria logiczna moze uchtyBie od stanowiska wobec struktury
rzeczywist&ci, a zarazem wykomato zadanie, ktérym jest podanie metod wnioskowania nieza-
wodnego? Niezawodnego, to znaczy dajacego prawdziwy wniosek zawsze wtedy, gdy prawdziwe
sa przestanki. Jak zobaczymy w dalszych punktach, nie jest to mozliwe.

Przyjmuje sie o prawach logiki, ze sa one prawdziwe w kazdej niepustej dziedzinie, to znaczy
takiej, w ktorej istnieje przynajmniej jeden przedmiot. Potrzebujemy bowiem nastepujacych praw
logiki (por. rozdz. piaty, odc. 1.1).

Al. Jsli ¢ (litera ta symbolizuje dowolne zdanie przyjetego jezyka) jest prawda o kazdym przed-
miocie z danej dziedziny, tp jest prawda o pewnym ok&®nym przedmiocie z tejze dziedziny.

A2. Jsli ¢ jest prawda o pewnym oksonym przedmiocie z danej dziedziny, to istnieje w tej
dziedzinie przedmiot, o ktérym jest prawga

3 We wezéniejszej wersji (lata dwudzieste, Koto Widtikie) definicja ta nie zawierata przy stowie ‘zdanie’
przymiotnika ‘prawdziwe’, lecz zwrot ‘uznane za teze systemu’, co uchyla zarzut niekonsekwencji. Stawia za
to przed zagadka, w jaki sposéb logika unikajaca pojecia prawdy mogtaby dostanergdy wnioskowania,
ktéra gwarantuje, ze ze zdania prawdziwego nie powstanie fatszywe. Totez nikt nie postuluje obecnie rezygnacji
Z pojecia prawdy w logice, a stato sie to dzigki przetomowej pracy Tarskiego [1933]).
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Whiosek uzyskany z tych dwéch przestanek za pomoca reguty sylogizmu hipotetycznego bedzie
falszywy w dziedzinie pustej, poniewaz jego poprzednik (zdanie ogdlne) jest prawdziwy w tej dzie-
dzinie, natomiast nastepnik jest w niej fatlszywy. Dlaczego poprzednik jest prawdziwy? Oto np.
zdanieKazdy jest krasnaleranaczy tyle, cd\ie ma nikogo, kto by nie byt krasnalerdziedzina
pusta jest to taka, ktérej elementy stanowia zbior pusty; w zbiorg@uastym, czyli pozbawionym
elementdw, powyzsze zdanie jest prawdziwe, bo skoro nie ma w tym zbiorze niczego, to nie ma tez
jakichkolwiek nie-krasnali. Przy tym prawdziwym poprzedniku oraz fatszywym nastepniku (‘Ist-
nieje przynajmniej jeden krasnal’) cate zdanie warunkowe wynikajace z przestanek Al i A2, miano-
wicie ‘Jesli kazdy jest krasnalem, to istnieje przynajmniej jeden krasnal’ jest zdaniem fatszywym. A
poniewaz wynika ono z praw logiki (Al i1 A2) oraz z supozycji, ze prawa logiki sa prawdziwe takze w
dziedzinie pustej, to trzeba odrzadlbo te supozycje, albo przynajmniej jedno z powyzszych praw.
Skoro nie odrzucamy zadnego z nich, to pozostaje odrzucenie owej supozycji, a wiec przyjecie, ze
prawa logiki dotycza dziedzin niepustych.

1.2. O strukturze Swiata wyznaczonej przez teorig predykatowGdy treést pewnych
praw logiki pociaga powyzsza teze o niep&tipto z kolei sposob ich formutowania, bioracy sie z
przyjetej sktadni, okrgla w pewien sposob strukture dziedzin, do ktérych stosuje sie logike; méwiac
swobodniej, wyznacza on strukture rzeczywisid

Swiat zbioréw jest to nieskazona hierarchia, u ktérej podstawy znajduja sie klasy indywidudw,
np. klasa zwierzat, &in, itd. potem ida zbiory takich klas indywidudw, np. zbi6ér pewnych
gatunkow zwierzecych (gatunki sa wszak klasami), powiedzmy Z, oraz zbiér pewnych gatunkéw
roslinnych, powiedzmy R. Potem ida zbiory zbioréw klas indywidudw, np. zbior utworzony z Z
i R; i tak dalej,ad infinitum Na poczatku mamy wiec indywidua, ktérym w jezyku (o ile dane
indywiduum jest nazwane) odpowiadaja nazwy indywiduowe, np. imiona wtasne. Co to zn&czy by
indywiduum, nie da sie powiedZiev spos6b ogdélny niczego wiecej, jak to, ze indywiduum nie jest
zbiorem. Da sig natomiast lepiej powiedzieo to jest indywiduum w danej badanej dziedzinie. Tak
wiec indywiduami w dziedzinie arytmetyki sa liczby, indywiduami w astronomii sa ciata niebieskie,
w zoologii zwierzeta, i tak dalej.

Predykat jest to wyrazenie, ktéremu jest zawsze przyporzadkowany jalior czyli klasa
(jak powiedziano na wstepie, terminéw tych bedzie sie uzywamiennie). Moze to liyjake
klasa obiektow nie bedacych zbiorami, czyli klasdywiduow, moze to by klasa zbioréw, klasa
zbioréw zbioréw itd. Tak wiec, podstawe obragwiata wyznaczonego przez teorie predykatow
stanowia indywidua i zbiory.

Nie jest to jeszcze caty obra&wiata, ktory jest nieodzowny w naszym &fgniu i potocznym i
naukowym. W tym petniejszym obrazie nie mozemy sie sbbgz cech i relacji. Na kazdym wszak
kroku mowimy, ze cé jest jaki&, czyli ma pewna ceche (inaczej, wkasti lub ze c& pozostaje
w takim to a takim stosunku (relacji) do czegdPoprzedni rozdziat pokazat nieodzown@ojecia
relacji u samych podstaw logiki, kiedy to funkcje, m.in. prawdzesiowe definiuje sie jako pewna
odmiane relacji, mianowicie relacje jednoznaczne.

W dalszych rozwazaniach, by u@ac wystowienie przez pozbycie sie zwrotu alternatywnego
‘cechy lub relacje’, bedziemy traktowaechy jako rodzaj relacji, mianowicie relacje jednocztonowe
(inaczej, jednoargumentowe). Analogicznie jak relacja orzekana o dwoch podmiotach nazywa sie
dwuczionowa, tak wtasréd, bedac orzekana o jednym, zastuguje na miano jednocztonowej. Dla-
tego w tytule tego rozdzialu mowa jest o indywiduach, zbiorach i relacjach, z wtaczeniem cech do
kategorii relacji.

4 zaleznat te ilustruje fakt, ze pewni autorzy, kierujac sie motywami filozoficznymi, przyjmuja systemy
konkurencyjne wzgledem teorii predykatéw. Np. Tadeusz Kobsiii(1886-1981), ktory gtosit rodzaj mate-
rializmu nie dopuszczajacy istnienia zbioréw, postugiwat sie pewna logika alternatywna do teorii predykatow,
zwana ontologia Leniewskiego.
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Z czysto teoretycznego punktu widzenia, takze wyodrebnianie relacji jest zbedne, poniewaz
kazdej relacji jest przyporzadkowany jakebior, np. cesze (relacji jednocztonowej) jaka jest
zielen jest przyporzadkowany zbidr rzeczy zielonych, a relacji, jaka jest msta® jest przy-
porzadkowany zbiér par malaskich. Zauwazmy, ze w tym drugim przypadku elementami zbioru
nie sa pojedyncze przedmioty lecz ich pary, a wigc zbiory dwuelementowe. | tak owa relacja okazuje
sie byt zbiorem pewnych zbioréw, przez co samo pojecie relacji mozna wyelimimoRadobnie
relacje tréjcztonowe zredukuje sie do zbioréw, ktorych elementami sa trojki przedmiotéw, czyli
zbiory tréjelementowe, i tak dalej.

Tego rodzaju redukcja jest waznym osiagnieciem teoretycznym, totez bedziemy z niej korzysta
w odpowiednich punktach. Majac ja w ten sposéb na uwadze, nie bedziemy jednak rezggnowa
terminéw ‘cecha’ czy ‘relacja’, ktére sa w pewnych kontekstach niezbedne, a przy tym tak wroste
w nasze mglenie oSwiecie, ze bez nich trudno by cokolwiek wyst@wi

2. Budowa jezyka logiki predykatow

2.1. Budowa zda&a atomowych Dzigki rachunkowi zda, czyli logice funkcji praw-
dziwaosciowych, potrafimy analizovgzazdania ztozone i ustataeguty wnioskowania w zalezgoi

od rodzaju ztozenia. Na tym jednak logika sie nié&py. Zdanie reprezentowane przez zmienna ma
tez jakd wewnetrzna strukture (od ktorej w rachunku izddostrahujemy), a od niej czesto zalezy
poprawn&t wnioskowania. Aby zdasprawe z tej struktury, zaczynamy od wprowadzenia pojecia
zdania atomowego.

Postuzymy sie w tym celu wzietym z tradycyjnej gramatyki pojeciem podmiotu, biorac pod
uwage te przypadki, w ktérych podmiotem jest imie wiasne, jak w zdaniu ,Kleopatra jest zako-
chana”. Odrazu jednak pojecie to rozszerzymy w taki sposéb, zeby w zdaniu ntgldgej niz
jeden podmiot. | tak, w zdaniu ,Kleopatra jest zakochana w Cezarze” podmiotami sa ,Kleopatra”

i ,Cezar”, a predykatem zwrot ,jest zakochana w”. (Pouczajaéyitzeniem bedzie przypomrie
sobie, jak analizuje sie takie zdania w tradycyjnej gramatyce wyktadanej przez polonistéw; odpo-
wiedz znajduje sie w przypisie do niniejszego nawiasu).

Zachowujac wiec idee predykatu wyrazona w jegofiakiej etymologii praedicoznaczy orze-
kam), uogodlniamy pojecie predykatu w taki sposob, ze bedace nim wyrazenie nadaje sie do orze-
kania o wiecej niz jednym podmiocie. A zatem, zdaRiaton jest uczniem Sokratesezeka o
dwoch podmiotach, Platonie i Sokratesie: zdanie to orzeka zachodzenie relacji na tym polegajacej,
Ze pierwszy jest uczniem drugiego. Z takim rozumieniem predykatow taczy sig ich klasyfikacja pre-
dykatéw wedle tego, ile danemu predykatowi przystuguje cztonéw zwanych, bardziej technicznie,
argumentami predykatu. Mamy wiec predykaty jedno-cztonowe (-argumentowe), dwu-cztonowe
(-argumentowe) itd.

Gramatyka rachunku predykatow w jeszcze jednym punkcie rézni sie znaczaco od gramatyki tra-
dycyjnej (przyjetej za podstawe sylogistyki Arystotelesa), mianowicie dopuszcza w roli podmiotéw
czyli argumentow jedynie takie wyrazenia, ktére sa nazwami przedmiotow jednostkowych. Typowe
nazwy tego rodzaju to imiona wtasne. W logice przyjeto sie dla nich&é&nge: nazwy indywi-
duowe (mawia sie tez ,indywidualne”), Tak wiec ,Mount Everest” jest nazwa indywiduowa Mount

5 Wedle tradycyjnej gramatyki jezyka polskiego orzeczeniem jest tu reszta zdania poza podmiotem, a wiec
zwrot ,jest zakochana w Cezarze”. Przy takim podziale gramatycznym znika z pola widzenia to, ze mowa
jest tu o pewnym stosunku miedzy tymi dwiema postaciami, podobnie jak w zdaniu §ednoejsza jest od
dwéch” czyli ,1 < 27, mowa jest o stosunku miedzy dwiema liczbami. Wedle metody tradycyjnej zastosowa-
nej do zdania o Kleopatrze i Cezarze, o zdaniu arytmetycznym trzeba by povietzjgdmiotem jest , 1" &
orzeczeniem czyli predykatemg, 2”. W gramatyce logicznej 1" i ,2" z tego zdania sa réwnoprawnymi pod-
miotami, a dwucztonowym (mozna rzec, dwupodmiotowym) predykatem je’stTakie ujecie jest potrzebne,
zeby w badaniu poprawioi rozumowa mozna byto w petni czy@iuzytek z kwantyfikatorow.
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Everestu itd. W tradycyjnej gramatyce i tradycyjnej logice (sylogistyce) podmiotami magakze

nazwy ogolne (gramatycy zwa je rzeczownikami pospolitymi, w odréznieniu od imion wiasnych).
Od zdania z nazwa ogolna w podmiocie do zdania istnieje, takze w jezykach naturalnych, proste
przegcie do réwnoznacznego z nim zdania zgodnego z gramatyka logiki predykatoéw. Np. zdanie

Medrzec nie jest gadatliwy.

przeksztalca sie na okres warunkowy

Jesli ktos jest medrcem, to [ten K&bnie jest gadatliwy.

gdzie podmiotem w poprzedniku i w nastepniku jest zaimek§kietniacy role symbolu zmien-
nego, czyli jakby pustego miejsca do wypetnienienia, ktére mazna wypehieniem wiasnym,
np.

Je&sli Salomon jest medrcem, to nie jest gadatliwy.

Zdanie ztozone z predykatu oraz tylu argumentéw, ilu wymaga znaczenie danego predykatu
okreslamy terminemzdanie atomowe Okréslenie to uzasadnia sie faktem, ze zadn&Ezkiego
zdania nie jest juz zdaniem, jest wiec ono w konstrukcjach gramatycznychsgagdobnym do
atomu. Nie jest zdaniem atomowym np. podane wyzej zdanie warunkowe o Salomonie. A oto
przyktady zda atomowych (kursywa wyréznia nazwy indywiduowe).

Salomorjest medrcem.

13jest liczba pierwsza.

Bushjest prezydentertdSA
Warszawdezy miedzyBerlinemi Moskwa

Rozwazalismy do tej pory aspekty gramatyczne czyli syntaktyczne zdania atomowego, to znaczy
odnoszace sie do struktury jezykowej zdaiigntaktyka jest ta cz8cia teorii jezyka, ktéra dotyczy
stosunkdéw miedzy sktadnikami wyrazetozonych i przeksztatcania jednych wyraze inne.

Dziat teorii jezyka, ktory rozpatruje stosunki miedzy wyrazeniami a rzeczysdsgaazywa sie
semantyka Dla logiki szczegdlnie wazne jest semantyczne pojecie prawdy jako stosunku pewnej
zgodndci miedzy zdaniem a opisywanym przez nie faktem.

Poza tym wyrdzniamy dziat zwamyagmatyka, majacy za przedmiot stosunki miedzy jezykiem
i jego uzytkownikami. Ten, jako dotyczacy zagadnbmrdziej ztozonych, nie méei sie w elemen-
tarnym kursie logiki, wchodzi natomiast do bad@ardziej zaawansowanych; jednogazie, w cz6ci
dotyczacej komunikacji jezykowej pragmatyka stanowi wspotczesny odpowiednik dawnej retoryki.
Tak wiec czcigodne Trivium odzywa dzpod postacia logiki z wktiwa jej semantyka, syntaktyki
(gramatyka) oraz pragmatyki (retoryka).

Od strony semantycznej, zdanie atomowe charakteryzuje sie tym, ze stwierdza nalezenie pew-
nego indywiduum do jakiegozbioru indywidudw (predykat jednoargumentowy) lub nalezenie pew-
nej pary indywiduéw do jakiego zbioru par, np. Adama i Ewy do zbioru matztw (predykat
dwuargumentowy), albo nalezenie pewnej trojki indywiduéw do jaléegjoioru tréjek, i tak da-
lej. Przyktadem trojki niech bedzie Berlin, Warszawa i Moskwa; nalezy ona do zbioru trojek miast
takich, ze drugidezy miedzypredykat tréjargumentowy) piewszym i trzecim.

2.2. Predykaty, state i zmienne, formuty atomowew charakterystyce zdania atomo-
wego zawiera sie informacja, ze do jezyka logiki predykatéw naleza predykaty oraz nazwy indy-
widuowe, w szczegolrszi imiona wiasne; w roli takich nazw moga wystepawaz zaimki pod
warunkiem, ze ich odniesienie jest widoczne z kontekstu. Gdy rozwazamy zastosowania logiki w
spos6b ogolny, to znaczy nie majac na uwadze, &¥&rgch indywidudw, zbioréw i relacji, to za-
miast predykatéw i nazw uzywamy pojedynczych liter, odr6zniajac umownie jedna kategorie od
drugiej np. w ten sposob, ze predykatami sa duze litery (wersalikiy @b S, a nazwami mate

litery od a do d; gdy zabraknie tych symboli, mozemy je dowolnie rozmitadadajac wskazniki
cyfrowe u dotu, npay, as, by, P1, Q1001-
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Reguta sktadniowa dotyczaca budowaniafzdgomowych przepisuje kolejs@: najpierw pre-
dykat, potem argumenty, te drugie podawane zwykle w nawiasach i oddzielane przedinRamni.
przyktady: P(a), Q(a,c), R(d,a,b).

Oprocz nazw indywiduowych i predykatow naleza do stowiakaki pierwszego rzedemienne
indywiduowe, to jest symbole, ktére wystepuja w roli argumentow predykatu i bez naruszenia po-
prawndsci sktadniowej moga liyzastepowane nazwami indywiduowymi. W tym korsteile, nazwy
indywiduowe bywaja tez ok&tane jakcstate indywiduowe dla przeciwstawienia ich zmiennym z
tejze, odnoszacej sie do indywidudw, kategorii. Zmienne indywiduowe bierzemy zwyklaéca ko
alfabetu jako mate litery, w, X, y, Z

Podane wyzej zastrzezenie, ze chodzi tu o teorie zwana logika pierwszego rzedu jest potrzebne
dla odréznienia odbgiki drugiego rzedu, ktéra zawiera tez zmienne predykatowe. Nie bedziemy
tu korzyst& z tej bardziej zaawansowanej teorii; trzeba ja jednak wspdmhbieuprzed# pytanie,
dlaczego wprowadza sie zmienne indywiduowe, paralelnie do nazw indywiduowych, a brakuje takiej
paraleli w przypadku predykatow. Jest to tez moment, by powtayaciskiem, ze litery uzywane
w logice pierwszego rzedu jako predykaty nie sa symbolami zmiennymi (mimo, ze skadinad litery
wystepuja w roli zmiennych), lecz sa przyktadowymi predykatami, majacymi te zalete, ze sa krotkie
i nie odwracaja uwagi ku jakigjfabule; np. P(c) jest rownie konkretnym zdaniem atomowym
jak Cycero przemawiaale w wyktadzie logiki bywa wygodniej postuzysie raczej pierwszym niz
drugim.

Wyrazenie ztozone z predykatu i majacéréd argumentow przynajmniej jedna zmienna indy-
widuowa, np.z, okreslat bedziemy terminerformuta zdaniowa.”

2.3. Kwantyfikatory. Ich rola i sposob zapisu. Wyliczywszy jako elementy naszego
jezyka predykaty, nazwy (state) indywiduowe i zmienne indywiduowe, zamykamy te liste wymie-
niajac na niejkwantyfikatory . Ich rola w logice predykatow jest analogiczna do roli funktoréw
prawdziwaciowych w logice zda— w tym sensie, ze jedne i drugie nalezastiatych logicznych
to jest tych symboli, od ktérych uzycia zalezy poprasmavnioskowania opisana odpowiednimi
regutami. Odwotujac sie w tym okséeniu do terminuweguta wnioskowanigbierzemy go w znacze-
niu zdefiniowanym przez podanie listy takich regut (jak te rozwazane w nastepnym rozdziale).

W klasycznej logice pierwszego rzedu mamy dwa kwantyfikatory; kazdy z nich stuzy do poprze-
dzania formuty zdaniowej w celu wskazania, do ilu indywiduéw nalezy te formute stini@ano-
wicie czy do wszystkich, czy do niektorych, przy czym ‘niektére’ znaczy tyle, co ‘przynajmniej
jeden’. Jest to, co prawda, sioogoinikowe okrélenie ilcci, ale wystarcza dla teorii wnioskowa-
nia. Nie zawahano sie wigec ukuazwe nawiazujaca do owego zadania skneia ilcGci, ktdéra w
lacinie oddaje stowguantumlub quantitas tak powstato stowo ‘kwantyfikator’.

Kwantyfikator stuzacy do powiedzenia, ze poprzedzona nim formuta odnosi sie do wszystkich
podstawi@ za (wskazana przy tym kwantyfikatorze) zmienna, nosi mlamantyfikator ogoélny.
Na przyktad, gdy ustalimy, ze zmienna’‘odnosi sie do elementow zbioru chmur, to zdanie
‘V.Q(x)', gdy predykat )’ czytamy ‘powstaje z pary wodnej, powiada, ze wszystkie chmury
powstaja z pary wodnej; w innym wystowieniu: kazda chmura powstaje z pary wodnej.

Kwantyfikator stuzacy do powiedzenia, ze poprzedzona nim formuta odnosi sie do przynajmniej
jednego podstawienia za (wskazana przy tym kwantyfikatorze) zmienna, jeSkaokr@gakokwan-
tyfikator egzystencjalny. Gdy ustalimy, ze zmiennar, odnosi sie, powiedzmy, do elementéw
zbioru chmur, to zdanied, Q(z)’, gdy predykat )’ czytamy jak wyzej, powiada, ze przynajmniej

6 Czasem stosuije sie notacje bez nawiaséw i przecinkdw; czasenwzazypadku predykatéw dwuargu-
mentowych, i taka, ze predykat znajduje sie miedzy argumentami, Rp, na wzéra = b.

7 Terminologia w tej sprawie nie jest w petni ustalona. Np. MEL rejestruje termin ‘funkcja propozycjonalna’
w tym sensie, ktory przydziela sie tu terminowi ‘formuta zdaniowa’; czasem tez wystepuje w tej roli termin
‘funkcja zdaniowa’'.
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jedna chmura powstaje z pary wodnej. Kwantyfikator egzystencjalny nazywa siecteggotowym
a zapis 3, ... moze byt czytany na pare sposobéw: ‘istnieje takieze...' lub ‘dla pewnego
x..."lub ‘dla niektorychz . ...

Nie jest to jedyna mozliwa notacja dla kwantyfikatorow. Nieraz spotyka sie kwantyfikator
ogolny w ksztaltcie powiekszonego symbolu koniunkcji, a kwantyfikator egzystencjalny w ksztaicie
powigkszonego symbolu alternatywy. | tak:

zamiastv, p(z) piszemy\ zp(z);
zamiast, p(z) piszemy\/ zp(x).

Symbolika jest, oczyvéicie sprawa umowy i z teoretycznego punktu widzenia jest obojetne,
jakich oznacze bedziemy uzywa Nie jest to jednak obojetne, gdy pattzeod katem sterowania
przez symbolike procesami konceptualizaciji (to samo dotyczy terminologii nie-symboli€zne;j).

Graficzne podobigstwo kwantyfikatora ogolnego i symbolu koniunkcji wskazuje na to, ze
formuta nim poprzedzona jest skondensowana koniunkcja; w analogiczny sposéb kwantyfikator eg-
zystencjalny wiaze sie z alternatywa. Zatozmy, dla przyktadu, ze zmienna indywiduodaosi
sie do dwuelementowego zbioru miesakéw raju, mianowicie Adama (w skrdécie, a) i Ewy (e);
niech predykat ‘P’ odnosi sie do cechy pracowito Wtedy beda rownowazne (parami) nastepujace
zdania:

NxP(x) — P(a)&P(e);
\V xP(x) — P(a) V P(e).

Zalety teoretyczne tej symboliki, polegajace na ukazaniu zwiazkéw pojeciowych z funktorami lo-
giki zdah, sa okupione mniejsza jej przejrzystia. Totez uzywa bedziemy dalej symboliki z
odwréconymi ‘A i ‘E’ jako przejrzystszej, a nie pozbawionej waloréw dydaktycznych. Litery te
wskazuja na stosunek kwantyfikatoréw do jezyka naturalnego, wziety sie bowiem z ich odczy-
tywania w szeroko znanych jezykachy’ ‘pochodzi od ‘A’ w angielskimall i niemieckimalles
(wszystko), za ‘T’ od ‘E’ w angielskimexistsi niemieckimexistiert(istnieje)?

2.4. Zmienne wolne i zwiazane. Zasieg kwantyfikatoraCharakterystyczne dla jezyka
logiki predykatow sa pojecia zasiegu kwantyfikatora, zmiennej zwiazanej i zmiennej wolnej. Trzeba
je rozumi€ w taczn&ci z gramatycznym zjawiskiem zasiegu funktora, zaznaczanego za pomoca
nawiasow lub innyctsrodkow interpunkcyjnych.

W jezyku naturalnym, ktory w tworzeniu struktur sktadniowych nie postuguje sie tak konse-
kwentnie jak jezyk logikisrodkami interpunkcji (majac za to bogact@mdkow intonacyjnych),
zasieg funktora nie zawsze jest w petni atomy, skad bierze sie czasem brak sktadniowej jedno-
znaczn@ci. Wezmy dla przyktadu funktor negacji w zdaniu:

(2) Plan nie zostat catkowicie wykonany.

(cytat z gazety z epoki gospodarki planowej). Zdanie to ma trzy interpretacje w zatépdaasiegu
stowka ‘nie’, mianowicie:

(Z,) Plan zostat catkowicie nie—wykonany.

8 Sa autorzy, ktérzy lekcewaza ten aspekt symboliki i terminologii. Dlatego warto przypomige
przywiazywali do niego wielka wage tacy koryfeusze matematyki i filozofii jak Gottfried Wilhelm Leibniz i
Georg Cantor. Ten drugi, tworzac z gruntu nowa dyscypling matematyczna, teorie sondgademu wpro-
wadzanemu symbolowi gwiecat wiele namystu, nieraz korespondujac w tej sprawie z kolegami. Leibniz
stawiat przed jezykiem symbolicznym wymaganie, zeby petit on dla umystu taka roleGakriaidny pro-
wadzaca Tezeusza w labiryncie, stad jego slenrdie jezyka jakdilum cogitationis(tj. ni¢, a zarazem, sposéb,
myslenia).

9 W sprawie jeszcze innych notacji zob. ELF, rozdz. XLVII, odc. 3.8.
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(Z2) Plan zostat wykonany [ale] nie—catkowicie.
(Z3) Nieprawda, ze plan zostat catkowicie wykonany.

W dwoch pierwszych interpretacjach zasiegiem funktora negacji jest wyrazenie oddzielone od
niego kreska, co daje w kazdym przypadku inne znaczenie; jgs ono uwyraznione dodatkiem
domysinego ‘ale’, ktérego funkcja moze byrealizowana takzZerodkami intonacyjnymi. W trzeciej
interpretacji w zasiegu przeczenia jest cate zdanie, ktére bedzie prawdziwe zaréwno przy pierwszej
jak i przy drugiej interpretacji, tj. zarowno wtedy gdy planu nie wykonano w ogole, jak i wtedy, gdy
zostat wykonany tylko cZ&eiowo; jest to wiec wypowiedz bardziej niz przy poprzednich interpreta-
cjach ogdlnikowa.

W powyzszym przyktadzie ujednoznacznienie struktury dokonuje sie przez zmiang szyku w
przypadku interpretacji Zi Z,, z&8 w Z3 przez ¢& podobnego do nawiasu, bo stéwko ‘ze’ za-
powiada pojawienie sie po nim catego zdania (tzw. zdania zaleznego), a wiec wyznacza tu zasieg
negacji podobnie jak uczynitby to nawias w takiej oto (raczej sztucznej) konstrukciji:

Z3, nieprawda (plan zostat catkowicie wykonany).

Te odniesienia do swojskiej polszczyzny powinny poma&c w ujeciu roli nawiaséw w wyrazeniach
z kwantyfikatorami. Zarazem, pojawi sie zjawisko nieznane w jezyku naturalnym — wiazanie
zmiennych przez kwantyfikatory. Zamiast opisywa teoretycznie, wyfnijmy je na przyktadach,
ktore w tym przypadku stanowia wystarczajacy ekwiwalent teorii. Rozwazmy trzy nastepujace
formuty zdaniowe:

Vo3, R(z,y), VoR(z,y), 3,R(z,y).

W pierwszej z nich zwiazane sa obie zmienne, w drugim tylko pierwsza zmienna, w trzecim tylko
druga. Zmienna, ktéra w danej formule nie jest zwiazana nazywa sie wmiejina wolng za
zmienna zwiazanajest ta, ktéra ma ksztalt identyczny z litera w sasiedztwie kwantyfikatora. O
kwantyfikatorze majacym bezpaednio po sobie (w niektérych notacjach pod soba) litere identyczna
co do ksztattu (chomoze by innej wielkdci) ze zmienna w nastepujacej dalej formule atomowej
mowi sig, ze wiaze on te zmienna.

Gdy idzie o formuty nie bedace atomowymi, wiazanie zmiennej wynsagdkow sktadniowych
w rodzaju nawiasow. Poréwnajmy formute

V. P(x)&Q(x) z formuta V. (P(x)&Q(x)).

W pierwszej z nich kwantyfikator wiaze tylko pierwsze wystapienie zmienrigw drugim oba

jej wystapienia. W obu przypadkach powiemy o zmienngj ze jest w danej formule zwiazana.

Tym, co rézni powyzsze formuly jestasieg kwantyfikatora W pierwszej z nich znajduje sie

w jego zasiegu jedynie pierwszy czton koniunkcji, w drugie$ zata koniunkcja, a to z powodu
obejmujacego ja cata nawiasu, ktéry zaczyna sie po kwantyfikatorze. Ten prosty przypadek powinien
ukaz& prawa zasiegu i wiazania w sposéb wystarczajacy do ich rozpoznawania takze w przypadkach
bardziej skomplikowanych; nawiasy bowiem sa znakami, ktére swoj sens santniajga

2.5. Definicja formuty logiki predykatow. Wykorzystanie jej jako przyktadu
definicji indukcyjnej . To, co w obecnym rozdziale powiedziano o jezyku logiki predykatow
pierwszego rzedu zostanie obecnie podsumowane w jednej definicji, ktéra z duza dekiadno
okresli, co jest formuta w tym jezyku. Pod wzgledem metody definiowania nalezy ona do klasy
definicji indukcyjnych, na tyle waznej dla metod definiowania, ze — przy okazji wystapienia jej po
raz pierwszy — jest miejsce na stosowny komentarz metodologiczny, dzigki kt6reratidéfinicii
stanie sie zrozumialsza.
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Definicja indukcyjna, zwana tezekurencyjna dotyczy predykatu lub symbolu funkcyjnego,
charakteryzuje wigc jakizbior!? Tutaj jest to zbior formut rozwazanego jezyka logiki pierwszego
rzedu, w skrécie LP," oznaczmy ten zbior przezF’. Nastepujace dalej okstenie predykatu
jest formutaLP;’ sktada sie — jak kazda definicja indukcyjna — z dwdch warunkéw. Warunek
wyjsciowy wymienia formuty, o ktérych sie przyjmuje, ze juz sa elementema warunek induk-
cyjny wymienia operacje, ktére przeksztatcaja elementy zkﬂ')l(u'u'z W nim obecne) w nowe jego
elementy. Méwiac obrazowo, definicja indukcyjna jest to recepta na rozpoznanie, ktére elementy
juz sa w danym zbiorze (warunek vigjowy) oraz na produkowanie nowych z dotychczas sie tam
znajdujacych (warunek indukcyjny). Metoda ta dideezbiory o potencjalnie nieskozonej liczbie
elementow, poniewaz operacje produkujace nowe elementy mozna pawdarzalnie wiele razy.

Oto definicja indukeyjna formuty jezykh P; .

Warunek wygciowy:

Formuta jezykd_P; jest kazde wyrazenie, ktére jest badj pojedyncza zmienna zdaniowa, badz
(b) jest ztozone z predykatn-argumentowego (gdzie=1, 2, 3 etc.) oraz symboli, ktérymi sa
state indywiduowe lub zmienne indywiduowe. Wyrazenie opisane w putikeszywa sigormuta
atomowa'!

Warunek indukcyjny:
Formuta jgzykaLPl jest rowniez kazde wyrazenie powstajace w wyniku jednej z nastepujacych
operacji:

(1) poprzedzenie formuty funktorem negaciji;

(2) potaczenie dwoch formut funktorem koniunkcji lub alternatywy, implikacji, rownowagno

(3) poprzedzenie formuty kwantyfikatorem ogolnym lub egzystencjalnym.

Kazda wiec formuta powstaje z formut atomowych przez zastosowasieay operacji 1, 2, 3.
Na przyktad, zaczynamy od formuty atomowejz), poprzedzamy ja funktorem negacji, a potem
kwantyfikatorem ogdlnym. Tak powstaje formufa—P(z). Mozna tez wpierw dopigakwantyfi-
kator, a potem negacje, co &, P(x). Teraz, biorac jeden z symboli wymienionych w warunku 2,
np. funktor implikacji, mozemy potaczydwie juz utworzone formuly, otrzymujac wyrazenie:

V.- P(z) = =V, P(x).

Jest to znoéw formuta, czyli wyrazenie poprawnie zbudowane, czyli gramatyczne, jb.zl%a
Mozemy dalej powigksZajej ztozon®&E, np. ujmujac ja w nawias i taczac symbolem koniunkciji
Z pojedyncza zmienna zdaniowai tak dalej.

Indukcyjna metoda definiowania zostata wynaleziona na potrzeby matematyki, ale jakavida
obecnego przyktadu, da sie ja z powodzeniem stoéawazbioréw obiektéw nie bedacych przed-
miotami matematycznymi. Na przykitad, na wzér definicji formuty mozna by zbudaledinicje
zdania w jezyku polskim. Bogactwo tego jezyka i liczne nieregulsenaielce by skomplikowaty
taka definicje indukcyjna, ale pozostaje ona mozliwa, przynajmniej dla jgkrelgmentéw jezyka
naturalnego.

10" pojecie zbioru wprowadza sie za pomoca logiki predykatéw w rozdziale széstym; wystarczy jednak dla

Sledzenia obecnych wywodéw sam ich kontekst wraz z intuicyjnym, obecnym nagedaigsleniu, pojeciem

zbioru.

1 przypomnijmy, ze gdy w formule atomowej wystepuja same state indywiduowe, np. imiona wtasne, nazywa

sie ona zdaniem atomowym; tak wiec, kazde zdanie atomowe jest formuta atomowa, mianowicie jej granicznym
przypadkiem (pozbawionym zmiennych), podczas gdy nie kazda formuta atomowa jest zdaniem atomowym
(nie jest nim, gdy zawiera bodaj jedna zmienna).



